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本 书 可 作为 高 等 院 术 高 年 级 学 生 和 研究 生 教材 ， 也 可 作为 有 关 科 技工 
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Newton 的 基本 发 现 ,他 本 人 认为 需要 保密 , 所 以 只 用 字谜 似 
的 形式 发 表 , 这 就 是 :Data 2equatione quotcunque fluentes quan- 
titae involvente fluxiones invenire et vice versa。 用 现代 数学 语 
言 来 说 , 它 的 意思 就 是 :“ 解 微分 方程 是 有 用 处 的 .” 

现时 ,微分 方程 理论 是 许 许多 多 性质 各 异 的 思想 和 方法 的 广 
证 的 汇集 ,这 些 思 想 和 方法 在 许多 应 用 中 行 之 有 效 ,而 且 不 断 地 促 
进 着 数学 各 分 支 的 理论 探讨 

把 抽象 的 数学 型 论 和 自然 科学 的 应 用 连结 起 来 ， 大 部 分 都 借 

助 于 微分 方程 。 微 分 方程 的 许多 部 分 发 展 得 这 么 快 ， 以 致 它 已 经 
成 为 一 门 独立 的 学 科 ; 对 于 许多 学 科 ， 例 如 线性 代数 ，Lie РЕН 
论 , 泛 函 分 析 和 量子 力学 等 等 ,微分 方程 的 问题 对 它们 的 发 源 有 很 
重大 的 意义 。 所 以 微分 方程 是 自然 科学 数学 观 的 基础 . 
在 选择 本 书 的 材料 时 ， 作 者 想 着 重 选 下 对 研究 微分 方程 有 用 
的 基本 思想 和 方法 。 特 别 着 力 使 基本 思想 不 受 技巧 细节 之 累 ， 这 
些 基 本 思想 照例 是 既 简单 又 直观 的 。 对 最 基本 而 简单 的 问题 ， 本 
书 论 述 得 最 仔细 ; 而 对 比较 专门 和 困难 的 理论 ,我 们 则 进行 了 综 
述 。 

本 书 从 可 用 求 积 法 刍 出 的 一 些 特殊 方程 讲 起 。 置 点 不 在 于 把 
初等 积分 法 作 形 式 的 药方 似 的 罗列 ， 而 在 于 一 方面 把 它们 与 一 般 
的 数学 思想 ,方法 和 概念 ( 奇 点 的 分 解 ，Lie 群 ,牛顿 图 式 等 ) 结 合 
起 来 , 另 一 方面 把 它们 与 在 自然 科学 中 的 应 用 联结 起 来 。 

一 阶 偏 微 分 方程 是 用 函数 的 一 阶 节 (jet) 之 流 形 上 自然 接触 
构造 来 讲 的 ,同时 也 顺带 论述 了 岂 需 要 的 接触 构造 几何 学 的 初步 ， 
这 样 ,整个 理论 可 以 不 再 需要 其 它 资料 。 

本 书 很 大 一 部 分 是 关于 通常 所 谓 的 定 福 方法 。 由 Poincar 
所 开创 的 微分 方程 定性 理论 的 最 新 发 展 使 人 们 认识 到 ,正如 微分 


方程 的 显示 求 积 一 般 是 不 可 能 的 一 样 ， 对 高 维 相 空 间 的 一 般 微分 
方程 的 定性 研究 也 是 不 可 能 的 。 本 书 从 结构 稳定 性 的 观点 讨论 微 
分 方程 的 分 析 ， 结 构 稳定 性 是 指 在 微分 方程 的 微小 变动 之 下 ， 其 
定性 的 图 象 的 稳定 性 。 这 里 叙述 了 自 A. А. Андронов 和 Л. С, 
Понтрягин 在 这 个 领域 的 最 初 的 工作 发 表 以 来 所 得 到 的 基本 结 
Я, В Аносов 的 结构 稳定 У- 2 (Аносов 系统 ) 理 论 的 初步 ,这 个 
系统 的 一 切 轨 道 都 是 结构 不 稳定 的 .还 叙述 了 Smale 关于 结构 稳 
定 系统 集合 厅 稍 密 性 的 定理 ， 同 时 讨论 了 这 些 数 学 发 现在 应 用 上 
的 价值 (这 里 说 的 是 描述 运动 的 稳定 的 混 沪 状态 ,诸如 油 流 那样 ) . 

各 种 渐 近 方法 是 研究 微分 方程 的 最 有 力 《 也 是 最 常用 ) 的 方 
法 .本 书 讨论 了 平均 法 的 基本 恩 想 ,这 个 方法 可 追溯 到 天 体力 学 的 
黄 基 性 的 工作 ， 而 且 在 一 切 需要 把 缓慢 的 演化 与 急速 的 振荡 区 分 
开 来 的 应 用 领域 中 都 广泛 地 予以 应 用 ( 见 Н. Н. Боголюбов 和 Ю. 
А. Митропольский 等 人 的 工作 )。 

尽管 对 于 平均 法 已 经 作 了 大 量 的 研究 ,但 在 演化 问题 (甚至 对 
最 简单 的 多 频 系统 ) 中 , 远 非 一 切 都 已 清楚 了 ， 本 书 试图 通过 对 共 
振 以 及 共振 的 俘获 进行 考察 以 说 明 这 些 问题 . 
平均 法 的 基本 思想 是 通过 选用 适当 的 坐标 系 以 消除 摄 动 这 一 
思想 。 这 个 思想 也 是 Poincaré 标准 形 理论 的 基础 。 标准 形 方 法 
是 微分 方程 局 部 理论 的 基本 方法 ， 这 个 理论 描述 相 曲 线 在 奇 点 或 
时 闻 相 曲线 附近 的 性 态 。 本 书 讲 了 Poincaré 标准 形 方法 的 基础 ， 
其 中 包括 Siegel 关于 全 纯 映 射线 性 化 的 基本 定理 的 证 明 。 

Poincaré 标准 化 方法 不 仅 对 研究 个 别 的 微分 方程 有 重要 的 应 
用 ,而 且 在 分 梳理 论 中 也 是 如 此 。 这 里 ,研究 的 对 象 是 含有 参数 的 
一 族 方程 

分 蒋 理 论 研 究 系统 所 含 的 参数 变动 时 定性 图 象 的 变化 .对 参 
数 的 一 般 值 ， 我 们 通常 会 过 到 通 有 的 ? 系 绕 (例如 所 有 咨 点 部 是 简 


本 


让“ 通 有 的 ”是 geveric 一 词 的 试 译 。 书 中 似 末 电 到 其 准确 数学 含义 ， 关 于 这 点 
可 以 参看 MGolubitsky and V，Guillemin [1], 在 Arnold [13] ДРЖЕ 
Я: вепетіс 则 “所 有 情况 ,但 有 某 毕 例外 ”《P. 3). ~ 一 译 者 注 


.н. 


АН), ДВР В, ШНА Г 
地 会 温 到 赚 化 (例如 向 前 场 的 两 个 奇 点 的 融合 )。 

在 单 参数 系统 中 ,我 们 通常 只 遇 到 简单 的 晓 化 ( 即 在 系统 的 小 
护 动 下 不 可 各 免 的 赔 化 )。 这 样 就 产生 了 在 一 切 系统 的 泛 防空 间 
中 毛 相 应 曲面 的 余 维 数 把 赚 化 分 为 层次 (hierarchy): 在 单 参数 的 
通 有 系统 中 ,只 有 相应 于 余 维 数 为 1 的 曲面 的 赔 化 ,等 等 。 

近年 来 ,由于 应 用 了 Whitney 的 可 微分 映射 的 奇 点 的 一 般 碍 
论 的 思想 和 方法 ,分 枝 理 论 取得 了 可 观 的 进展 。 

本 书 最 后 一 章 论述 分 梳理 论 ， 其 中 应 用 了 以 前 各 党 中 所 建立 
的 方法 ,讲述 了 这 一 领域 自 Poincars 4 Андронов 的 葛 基 性 工作 
以 来 的 主要 结果。 

在 讨论 这 些 主题 时 ,作者 力图 避免 公理 ~ 锭 绎 的 风格 ， 这 种 风 
格 的 特点 就 是 引进 定义 时 不 给 出 它 的 来 龙 去 脉 ， 而 且 捧 益 基本 思 
想 和 方法 。 我 们 应 该 把 它们 作为 一 种 比喻 ,对 学 生 讲 讲 ,而 不 写 上 
书本 。 

数学 的 公理 化 和 代 兰 化， 为 时 已 超过 50 年 。 正 如 入 们 所 说 
的 ,它们 已 经 使 得 许 许多 多 的 数学 教 本 令 人 无 法 读 懂 了 ,而 且 它 位 
使 数学 与 物理 和 自然 科学 的 完全 脱节 成 为 现实 。 作 者 打算 这 样 来 
写 这 本 书 ， 使 它 不 但 对 数学 家 有 用 ， 而 和 且 对 所有 要 用 微分 方程 理 
论 的 人 都 能 有 用 。 

对 于 本 书 读者 ,我 们 只 假设 他 们 具有 很 少 的 一 般 数 学 知识 ,大 
体 上 相当 于 大 学 一 、 二 年 级 的 水 平 ,例如 读 过 作者 关于 微分 方程 的 
#4: (В. И. Арнольд [8]) 就 已 经 够 了 (但 并 非 必 要 )2. 

本 书 在 内 容 上 略 去 了 读者 感到 困难 的 地 方 ， 这 对 理解 后 文 并 
无 大 害 ， 汽 们 采取 了 一 些 措施 以 尽 基 避免 各 章 甚至 各 节 间 互相 引 
Я, 

节 中 内 容 有 此 是 作者 在 莫斯科 大 学 1970—1976 年 间 所 开设 


р 在 讲 其 薄 娃 殊 间 题 时 ?要 用 到 或 提 到 关于 微分 形式 ，Lie НИЕ В 
步 的 知识 ， 但 为 了 理解 本 书 绝 大 部 分 内 容 ? 这 些 类 训 不 二 必 备 的. 


的 许多 必修 课 或 专业 课 的 材料 ;这 些 课程 是 为 二 至 三 年 级 大 学 生 、 
数学 系 的 进修 生 以 及 从 事 自然 科学 方面 的 应 用 的 数学 家 的 试验 班 
开设 的 。 

Сти) 


В. Арнольд 
1977 年 6 月 
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-,„ 对 +. фа, 9% 
11% Әх, 的 Gx,” 


在 固定 坐标 系 (+，…*, xz) 以 后 ,将 采用 以 下 记号 ; 
一 个 函数 , 即 其 第 和 个 分 量 。 


2 一 -一 个 向 量 场 ,其 第 个 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 0. 


微分 方程 4 一 v(x) 右 方 的 定义 域 称 为 相 空 闻 ， 点 * 称 为 相 
点 ,向 量 v(x) 称 为 相 速 度 向 量 ,o 称 为 相 速 度 向 量 场 . 若 x 一 gC 
是 方程 的 解 , 肌 射 之 象 称 为 者 基线 ,其 图 银 称 为 职 分 曲线 . 

微分 方程 # оба, 0) ОЕ НН: 在 
扩充 相 空 间 中 给 出 一 个 方向 场 ; 若 а 一 ФСО ДЫЎ, 映射 的 图 象 
就 称 为 积分 曲线 。 
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形式 地 化 为 线性 标准 形式 - 


МАНЕЖ ЖИРА НЕ: 
局 期 系数 方程 的 标准 形式 
本 区 曲线 附近 的 标准 形式 
Siegel 定理 的 证 明 
分 枝 的 局 部 理论 - 


А тат 
向 盟 场 的 奇 点 的 分 术 
相 图 的 遍 有 形变 … 
平衡 位 置 的 失 稳 … 
В 
а ТЕТ 
НОЕ 


在 研究 微分 方 和 
烈 的 特殊 方 和 


第 一 章 特殊 方程 


各 时 应 用 数学 各 分 支 的 方法 ， 本 章 中 讨论 了 个 


得 和 特殊 的 方 


程 类 型 。 一 方面 特别 注意 所 务 瞳 的 方程 


在 应 用 上 的 意义 , 另 一 方面 则 注意 它们 与 其 他 的 一 般 数 学 问题 ( 例 
如 奇 点 的 分 解 ，Newton 图 式 ,对 称 性 的 Lie 群 等 等 ) 的 联系 ,本 
章 以 一 维 定常 Schrsdinger 方程 的 理论 和 二 阶 非 线性 方程 的 几何 
理论 作为 结束 。 


жя 


$1 


关于 对 称 群 不 变 的 微分 方程 


季 介 绍 一 些 一 般 的 思想 ， 以 显 式 积 出 微分 方程 的 方法 就 是 


以 它们 为 基础 的 。 作 为 一 个 例子 ,我 们 将 讨论 相似 性 理论 , 即 齐 次 


> 
А. 微分 方程 的 对 称 性 的 群 
Жен о 


则 称 & 为 向 


ей 


Ей 


ЕЕ 


定义 ЖИЛИК: 一 上 U 将 向 量 场 v 变 为 自身 , 即 
ох) = 5.2 #), 


量 场 "的 对 称 性 


这 时 也 就 说 ” 关于 微分 同 吓 是 不 变 的 。 

Зул ”着 坐标 为 《x,y) 的 平面 上 的 向 量 场 的 分 量 不 依赖 于 ** 则 它 关 
于 * 抽 的 平移 不 变 ( 图 и). 

例 2 вала 平面 (x，y) 上 的 向 量 场 x6: + 50, РН Ск. 站 一 
(2х, ду) 和 旋转 都 是 不 变 的 。 

给 定向 量 场 的 所 有 对 称 性 构成 群 . 

问题 。 求 坐标 为 《zs у) 的 平面 上 之 向 盟 场 x9; + уд, 的 对 称 群 . 

вуки, 

ЖХ 若 扩 充 相 空 间 的 微分 同 胚 把 一 个 方向 场 变 为 其 自 

身 , 则 称 之 为 该 方向 声 的 对 称 性 。 这 时 ,就 说 方向 场 关于 此 微分 同 
Ех. 

#: ”方程 上 一 以 z) 的 方向 场 关于 + 抽 的 平移 是 不 变 的 (图 а). 


х 


ИХ: Р 
ае а ат ии! 
= + 


д д 


图 2 


#2 方程 z== (0) МУНИХТ = 轴 的 平移 是 不 变 的 (图 26)、 

定义 微分 方程 一 v(z) Оа об, 0) 称 为 对 相 空 
间 ( 或 扩充 相 空 间 ) 的 微分 同 胚 е 为 不 变 的 ,如 果 向 量 场 (或 方向 
场 О 对 此 微分 同 胚 不 变 ; 这 时 微分 网 县 8 称 为 此 方程 的 对 称 
=. 


定理 方程 的 对 称 性 变 此 方程 的 相 曲 线 (或 积分 曲线 ) 仍 为 
它 的 相 曲 线 (或 积分 曲线 )。 

4 + 一 (0) 是 方程 上 一 v(x) 的 解 而 8 ЖЕ. 这 时 
* 一 еСрбг)) 仍然 是 解 ,所 以 对 称 性 2 安 相 曲线 为 相 曲 线 ， 对 积分 
曲线 证 明 亦 类 似 , > 


‚2. 


例 ЖЕ) 的 积分 曲线 族 在 沙 = 轴 的 平移 下 仍 变 为 它 的 积分 
ША. УЖЕ = ez) 则 沿 : 轴 的 平移 也 如 北 . 

以 下 的 例子 时 常会 在 应 用 中 过 至 ， 不 过 称 为 “相似 理论 "“ 量 
纲 理 论 "或 "考察 自 模 性 ”。 


В. 齐 次 方程 


定义 如 果 在 除去 点 的 平面 上 的 方向 场 对 一 切 伸 缩 
а(х, у) (ебх, ezy)，26 且 
都 不 变 , 就 称 它 是 齐 次 的 。 


如 有 微分 方程 22 一 ox,y) 的 方 © 
向 场 是 齐 次 的 ， 就 称 它 为 章 次 方程 《图 
3). 

0 

换言之 ,这 就 是 说 ,在 每 一 条 由 原点 
发 出 的 射线 之 各 点 上 ， 场 的 方向 都 应 为 = 
平行 的 : 

vey, зу) = о(х, у). 


Я 。” 若 有 实数 “使 函数 了 适合 Коа, у) = е0, у), 我 们 就 称 + 
为 4 次 齐 次 的 。 当 a 为 非 负 整数 时 ,任意 的 4 次 型 (型 即 齐 次 多 项 式 ) 就 是 例 
+. 令 P 与 9 为 x 和» 的 两 个 4 次 型 。 微 分 方程 
ер, ў= 0 
是 平面 上 的 向 量 场 。 在 区 域 3 0 中 相应 的 方向 场 就 是 齐 次 方程 


dy 0 ау ах + Ву dy т у 
dx Р ( 钢 如 产 су 25 я" №) 


的 方向 场 . 

Ж 章 次 场 的 定义 域 并 不 一 定 是 除去 0 点 的 整个 平面 一 可 
以 在 任意 齐 次 域 ( 苑 对 伸缩 不 变 的 区 域 ) 里 ， 例 如 在 以 C 为 顶点 的 
ЯЗ РКИ. 

定理 。” 齐 次 方程 的 积分 曲线 在 促 缩 g* ИЕТ 500 А5 
程 的 积分 曲线 。 

于 是 ,在 研究 齐 次 方程 时 ,只 需 在 平面 的 每 一 个 以 2 为 顶点 的 


зе 


角 域 中 芳 虑 一 条 积分 曲线 就 够 了 。 
直接 应 用 $ 1 中 的 定理 即 可 得 到 证 明 , 


и 


问题 Ф Р,0 а, ИЕН ғар, ў е 0 的 想 曲 线 可 以 
н ОНЕ, 

若 这 些 要 曲线 有 某 一 个 是 可 在 时 间 字 内 绕 行 的 闭 曲线 ， 则 在 伸缩 只 之 
下 可 由 它 得 出 包 转 周期 为 TJe%* "的 封闭 相 有 曲线 . 


С. 准 齐 次 方程 与 量 岗 的 比较 
定 实数 = 与 8 并 若 虑 平面 上 的 一 族 在 不 


方向 上 倍数 不 同 


加 


的 伸缩 
g(x I) = (еч, ебу), (1) 

注意 ,公式 (1) 给 出 了 平面 上 的 线性 变换 的 单 参数 群 (图 5)。 

定义 ”函数 了 称 为 2 次 准 齐 次 的 ,如 果 对 〔〈1) 中 的 只 有 

Кеб, у) = “Кя, у). 

例 Жже=а= 1, 即 得 通常 的 4 次 齐 次 函数 . 

准 齐 次 函数 相 乘 时 ,其 次 数 相 加 。 次 数 也 称 为 权 . 内 此 (1) 中 
х КЖ а, УЖ В, У 权 为 2a 十 所 有 固定 次 数 的 准 齐 
次 单项 式 可 以 很 容易 地 由 以 下 的 牛顿 图 式 (图 6) 看 出 : 用 非 负 整 
数 网 格 象 限 中 的 (p, 9) 点 表示 单项 式 xz?y*， 这 样 ,所 有 4 次 单项 
式 的 次 数 妈 指数 (p, 9) 平 面 上 第 一 象限 中 方程 为 a = ор 十 的 的 
вв юз, 

问题 ”选择 * 和 ? 的 权 使 + лу? 为 准 章 次 的 ， 


. 3. 


| 
НЫ 


图 6 


定义 ”着 微 分 方程 ә 一 2(x у) 的 方向 场 ” 对 伸缩 (1) 


是 不 变 的 ,就 称 此 方程 为 ( 权 (а, 8) 的 ) 准 齐 次 方程 。 

由 $1 中 4 关于 对 称 性 的 一 般 定理 可 得 

定理 ”可 以 在 伸缩 (1) 的 作用 下 求 得 准 齐 次 方程 的 积分 曲 
8. 

问题 ЖЕ оба, у) 给 测 ( 权 为 («, 8) 的 ) 准 齐 次 微分 方程 , 当 且 
仅 当 它 是 4 = В 一 a 次 淮 齐 次 的 。 

Ж ”以 上 定义 和 定理 很 容易 推广 到 多 于 两 个 变量 的 情况 以 
及 阶 数 高 于 1 的 微分 方程 的 情况 。 特 别 地 ,容易 证 明 

定理 设 在 (*,y) 平面 上 有 曲线 7: 7 у), НЕНЬ 


点 (zu у) 2 = Е. ЧЕН гт 的 相应 点 上 有 


dy _ ею р, 
ах® 


жална А Е 


了 记号 -2 的 方便 之 处， 
а 


向 题 设 在 了 次 齐 次 力 场 中 质点 羽 时 间 T 走 过 轨道 了 。 了 求证 这 一 质 
点 通过 位 似 的 轨道 Y 需 要 时 间 
rT AT, 


Ж 。 О а 
С 之 下 仍 变 为 自身 、 亦 即 。 取 = 的 权 为 xs: ОО ВН «一 28 = на 即 
Я. 因此 8 一 -于 < 所 以 储 缩 * 一 jx 相应 于 了 т. 

问题 。 求证 Кеме 第 三 定律 : 在 万 有 引力 场 中 通过 位 似 轨道 所 需 时 
МИР ЕН ЯНИЕ. 

解 ”在 前 问题 之 解 中 , 取 4 一 --2 ( 力 有 引力 定律 ), 即 得 了 = мт, 

人 向 题 。 着 所 动 的 恢复 力 正比 于 体 长 (线性 振子 ) 或 正比 于 他 长 的 立方 
(器 力 ), 操 动 局 期 如 何 依照 于 振幅 ? 

= 。 线 侯 摆 的 周期 不 依 癌 于 振幅 , 弱 力 情况 下 则 反比 于 振幅 - 

问题 。 众所周知 ,具有 铅 直 轴 的 陀螺 有 临界 角速度 : 若 陀螺 之 角速度 
大 于 此 临界 什 , 陀 训 将 稳定 地 直立 ,车 小 于 则 将 倾倒 ， 

车 将 陀 蛇 放 在 月 球 上 ,从 而 重力 为 地 面 上 重力 的 ТЕ 
何 变化 ? 


ж ”将 以 因子 V5 Мл. 


Ю. 单 参数 对 称 群 对 降 阶 的 应 用 


定理 。 对 R" 中 的 方向 场 ,车 已 知 一 个 单 参数 对 称 群 ， 则 相 
应 微分 方程 的 求 积 问题 可 化 为 求 积 一 个 В" 中 的 微分 方程 问题 . 
и, 对 平面 上 的 方向 场 ， 若 已 知 一 个 单 参数 对 称 群 , 则 相应 的 


эв 4 2 = а, у) 可 以 显 式 地 积 出 。 


45 {e ЕВА. ЖИ {8 人 的 轨道 рер, 至 少 
可 以 局 部 地 确定 〈# 一 1)~ 维 的 轨道 空间 ( 即 作 用 # ОНО 
及 由 不 空间 到 商 空间 的 映射 (Р 将 流 {8'} ВЫ 
点 ). 结 梁 原来 的 方向 场 在 映 射 ? 之 下 变 为 (4 一 1)- ЖЕН 
中 的 新 方向 场 ;只 需 对 它 求 积 即 可 ,> 
ЗИ НИЯ ЖД х. В"; ХИ (а Ех, ЕН о, 
过 * 点 作 一 个 模 截 于 0 (о 一 1)- 维 流 形 3。 在 m 点 附近 引信 局 部 坐标 
(а) Е ЗЕ цех ДЫРЫ гы 点 ， 于 是 到 轨道 空 间 的 投影 #* 和 


6 


对 称 群 的 作用 由 公式 
рб н) а н, аль и) = (я + и м) 
给 出 (从 而 了 上 的 点 将 轨道 局 部 参数 化 )。 


注意 : 若 显示 地 给 出 群 中, 则 也 可 显 式 地 求 出 坐标 〈*, н). 将 原来 的 稚 
分 方程 在 这 些 坐 标 中 写 出 .着 在 зо 点 的 方向 场 不 切 于 了 (和 远 当 网 取 壮 就 可 忆 
做 到 这 一 点 为 则 在 此 点 附近 方程 可 以 写 为 


全 一 (oo 
这 时 群 (е) 就 成 为 沿 РВВ, ОВК Же я. 上 的 向 量 场 
Ww) 在 这 个 《* 一 !)- 维 施 形 上 定义 了 一 个 方向 场 ; 知 道 它 的 积分 曲线 后 即 


可 用 求 积 法 解 出 方程 党 = *(*)。 即 得 出 原 方程 的 积分 曲线 ， 
特别 是 在 = 一 2 的 情况 下 , 馆 定 了 坐标 (< w) ВЕНЕ НЕТ 
积 的 方程 和 2 = оби), 


注 ИАА: 的 适当 函数 * 代替 + 更 为 方便 。 在 这 拌 的 坐标 之 
下 ,具有 对 称 群 {2'} 的 方程 可 写 为 


= ик». 


在 = 一 2 时 ,这 是 可 分 离 变量 的 方程 。 

例如 ; 齐 次 方程 可 以 在 极 坐 标 系 中 ,也 可 以 在 坐标 系 “ е rv/x，* зе = 《图 
за) 中 ,化 为 可 分 离 变 长 的 方程 . 

这 里 {8*} 就 是 倍数 为 ПВН: ЕР, ИЯ "рт, 
而 对 第 二 个 坐标 系 则 是 直线 * 一 15 = 一 一 

问题 。 在 件 么 绕 标 系 中 可 以 显 式 积 出 准 齐 次 方程 


Re 


= 


ЖЮ Д а, у МЫ ВСЕ ЕВ 一 «次 准 齐 次 方程 )。 

Ж ДФ не, вез ЕО в б). 

问题 ОЕ НОУ НЕ Са. ，) АНЧЫ ВЕ Е 
的 方程. 


у І ЕА Н 
1% ит 
ушт 
И: -> 
а) 8) 
а в 


Жо = ае, 所 以 ауе саду е 2004 + Puztr-idr。 因为 dy == vdx， 
ЗК ауе edz 一 reda + Вих? чя, БИ 
аи _ пуб зо — Вих’. 


2: = » 
但 (=, у) = «чи (и), ВИА 


du аа (и) — Ви 
Е т 


а ‚ед беби), 


$2 微分 方程 奇 点 的 分 解 


这 里 要 简要 地 讲述 一 个 重要 而 常用 的 数学 方法 ， 即 奇 点 的 分 
解 或 爆破 (blow ир) 〈 亦 称 为 o- ХВ), 


А. о- 过 程 
在 非 奇 点 附近 ,所 有 向 量 场 的 构造 都 是 简单 的 ,而 且 也 是 相同 
的 。 
为 了 在 奇 点 附近 研究 各 种 数学 对 象 的 细微 结构 ， 我 们 制订 了 
一 个 特别 的 工具 , 它 好 像 显微镜 一 样 , 有 很 高 的 分 准 力 ,这 就 是 所 
谓 奇 点 的 分 凶 ， 从 解析 观点 看 来 ,就 是 渤 反 这样 的 坐标 系 ,使 得 在 


奇 点 附近 很 小 的 位 移 相应 于 坐标 的 很 大 的 变化 。 

极 坐 标 就 已 经 具有 这 样 的 性 质 。 但 是 变换 为 极 坐标 需要 超越 
函数 (三 角 函 数 ) ,所 以 从 代数 观点 看 另 一 种 程序 更 为 方便 ,这 就 是 
а, РАНО. 

先 从 一 个 辅助 的 构造 开始 令 p:RAO + КР 是 定义 射影 直 
线 的 纤维 化 (射影 直线 是 一 个 流 形 ,其 中 的 点 是 平面 上 过 举 标 原点 
的 直线 ,映射 ?将 平面 上 的 点 肌 为 联结 该 点 与 原点 的 直线 )。 

考 虚 映射 的 图 象 T， 它 是 直 积 (ЕХО) х БР НОЖ 
面 (图 9)。 将 除去 一 点 的 平面 媒人 平面 中 , 即 可 视 了 为 直 积 Rex 
RP: 中 的 光滑 曲面 ， 自 然 投影 as В х ВР -> Ве 可 抬 了 微分 同 
是 地 映 儿 除去 一 点 的 平面 ВО 上 (为 了 更 直观 地 想象 它 ,我 们 把 
看 成 一 个 螺旋 楼 梯 是 有 好 处 的 ;整体 看 来 ,射影 直线 微分 同 胚 了 
Я 5, 直 积 R: х RP! 则 微分 同 胚 于 环 面 的 内 城 )。 


пі 


图 9 а 0 
定理 。 映射? х RP 中 的 闭 包 是 光滑 曲面 Г, 一 


TU{O x КР"), Г, АЯ Т Mobius 带 ( 图 10), 

Ф (+, у) 是 平面 上 的 坐标 , н 一 y/x 是 RP! 中 的 局 部 仿 庙 
坐标 。 于 是 (x, у, и) 是 ВХ RP! 中 的 局 部 坐标 系 , 在 此 坐标 系 
下 :了 贝 方程 ? их, хте 0 给 出 ,而 了 则 由 局 部 方程 y 一 wx 给 
出 . 这 是 一 个 光滑 曲面 ; T 的 被 坐标 系 履 闭 的 部 分 加 上 射影 直线 
ОХ ВР! 的 落 到 其 上 的 部 分 ,我 们 就 得 到 了 4。 

只 要 考虑 第 二 个 局 部 坐标 系 (x，y,，z),。x 一 vy МЕНА Г, 
的 光滑 性 。 


投影 в: х ВР ВР 将 T НА, ЖН ВР 一 
周 ,相应 的 Ве 中 的 直线 转 过 角 =。 由 此 可 知 到 是 Mabius №. 
定义 нка г, 称 为 以 0 为 心 的 。- одн 


反 о- 过 程 或 称 为 从 O х ВР. НОМ. 

映射 а: Г R? 限制 到 T 上 力 是 一 个 到 除去 一 点 的 平面 的 
微分 同 豚 。 因 此 ， 在 口 点 有 奇 点 的 平面 上 的 一 切 几 何 对 象 却 被 转 
移 到 有 上 。 这 时 奇 点 可 能 被 化 简 或 分 解 ” 

п ”考虑 过 点 0 的 三 条 直线 ， 它 们 在 上 相应 于 交 只 P 于 三 个 不 
局 点 的 三 条 直线 (图 11)。 

问题 ”考虑 在 0 点 = 阶 相 切 的 两 条 时 线 《例如 ? 一 0 和 = =, в 
2)s 证 明 它们 在 上 相应 于 两 条 在 0, 点 处 # 一 工 阶 相 切 的 曲线 (图 12). 


м а 


ар 图 12 


若 经 过 0- 过 程 奇 点 仍 不 能 变 成 斜 功 地 相交 ， 则 可 以 对 新 得 到 的 奇 点 再 
{Ес 过 程 , 直 到 化 为 斜 截 地 相交 为 止 。 可 以 证 明 ,一 切 找 数 曲线 的 奇 点 经 过 
有 限 多 这 样 的 步 卫 以 后 都 可 以 分 解 ( 即 化 为 斜 截 相交 ). 

问题 ”分解 曲 线 x* = у 的 奇 点 。 

# див. 


Н 


В 分 解 公式 


210 。 


在 实践 上 。c- 过 程 就 是 南 〈z, у) ХАЙМ х 天 0 时 变 为 坐标 
《za 一?/z)， 而 当 y 天 0 时 变 为 坐标 (и == д/у, у) ( 14). 
现在 我 们 来 看 这 时 由 (=, у) 平面 的 向 量 场所 给 的 向 分 方程 将 怎 
样 变化 。 我 们 假设 点 0 是 此 向 基 场 的 奇 点 。 


ви 


定理 。 具有 奇 点 0 的 光滑 向 景 场 w 经 过 o- 过 程 将 变 为 
上 的 向 量 场 而 且 可 以 延 拓 为 nm ЕАН. 

忆 设 向 量 场 ww 给 出 方程 一 PCz，y)， 了 一 (zy?). 在 坐标 
(х,и == ујх) 下 ,可 得 


t= Р(х, их), 
а= [Q(x, их) — «Р(х, их) ][х. 

РЕЖ Р(0, 0) = 000, 0) 一 0， 所 以 右 方 是 光滑 的 ， 在 第 二 个 坐 
标 系 (v 一 =/у, у) 中 也 可 得 到 光滑 场 ，》> 

注 所 得 的 向 量 场 可 能 在 某 o- 过 程 中 在 整个 扩充 直线 
вр 上 为 0。 这 时 ,在 第 一 个 坐标 系 中 可 将 向 量 场 除 以 *， 而 在 第 
二 个 坐标 系 中 则 除 以 y。 作 除法 不 会 改变 向 沾 场 的 方向 ， 因 此 在 
TI, 上 将 出 现 一 个 有 奇 点 的 向 量 场 , 奇 点 位 于 这 条 扩充 衣 线 RE 上 ， 
但 没有 把 它 充 满 。 在 每 个 奇 点 附近 ,方向 场 仍 由 光滑 向 萤 场 给 出 . 

相应 于 原 向 量 场 在 O 点 的 每 一 个 相 上 曲线 “进入 方向 ”, 在 T 的 
这 个 场 中 都 有 一 个 奇 点 ,位 于 o- 过 程 中 所 得 的 扩充 直线 RP' 上， 

如 举 这 样 的 奇 点 0; 还 人 不够 简单 ,可 以 对 它们 再 作 о 过 程 .这 
祥 作 下 去 ,最 终 将 达 汉 这 祥 一 种 情况 , 即 场 在 每 个 奇 点 的 线性 化 部 
至 少 有 一 个 非 零 特 征 值 。 


在 很 多 情况 下 ,第 一 次 w- 过 程 就 使 我 们 能 分 析 奇 点 附近 相 曲 
线 或 积分 曲线 的 性 态 ， 例如， 齐 次 方程 的 积分 由 线 在 坐标 变换 
(ж у)» (za 一 ?1/z) 下 变 为 可 分 离 变 量 方程 的 积分 曲线 。 


С. Я: Атени 


现 以 不 足 道 的 线性 方程 为 例 来 说 明 以 上 记述 。 其 有 摩擦 系数 的 摆 的 
ЭВ + 生 十: 一 0。 在 相 平面 (** у) 上 相应 的 方程 是 


Фа уу ўч 一 条 一 


4; 
多 -全 
按照 一 般 的 理论 ,经 6- 过 程 后 , 即 在 坐标 系 (хи == ?1z) 中 ， 应 可 分 离 变 
Е. 事实 上 ， = 一 Жа Ще =, 即 得 


их 


于 是 我 们 得 到 齐 次 方程 


于 对 系数 > 0 的 不 同 值 研究 此 方程 的 积分 曲线 . 卫 数 {二 «+ 二 的 
王 象 是 双 曲线 (图 15)。 因 此 函数 一 一 Ки) 的 网 象 如 图 16. 方程 
ан с-а) 


КОВАНИ А ЕДД 17. ПИЈЕ (а э) 即 得 图 18。 


А ра И | 
М Ј 
ИЕ ә; әт - > г] 
人 Д А=2 022 
-2 


图 15 图 16 
这 样 , 当 摩擦 系数 之 值 很 小 《0<*<2) 时 ， 摆 可 以 作 无 限 次 振动 ;而 当 


全 2 时 * 摆 运动 的 方向 最 多 改变 一 次 . 
问题 ” 作 方 程 := az” 与 = sr НВД, ЕС. 


+12 = 


图 17 
$ К 
т т 
0642 ГЕ 
ав 


р. я: 小 振动 的 周期 


ЖЕ 设 通过 平 稀 位置 0 附近 各 点 的 相 曲 线 部 是 封闭 的 。 这 时 在 0 
举 近 振动 的 周期 当 振幅 趋 于 0 时 有 等 于 线性 化 方程 组 振动 局 姑 的 极限 ， 

460 过 程 后 , 绕 0 点 一 局 的 封闭 往 曲线, 变 为 Мана ЕВ 
革 闭 的 曲线 。 振 想 趋 于 0 就 相当 于 Mabius р ВАЗЕ c- 过 程 中 
ЗНАНА Р СШ) Mahius ИНО. 

НИНИН КОЗ Аааа, а ЕД з нА о 时 的 极限 ， 等 于 
0- 过 程 中 所 得 方程 组 之 解 绕 扩充 直线 RP 绕 行 周期 的 两 伐 。 但 治 这 个 直线 
的 运动 速度 ， 无 夫 对 所 给 的 场 还 是 其 线性 化 ， 痢 是 一 冬 的 ( 见 B 段 中 的 广 
程 )。 容 易 验 证 ,线性 化 方程 的 一 切 咎 曲线 部 是 封闭 的 。 绕 过 线 任 化 方程 的 
а ЕЕ АЕО РТ 
身 。 因 此 ， 原 方程 组 振动 周期 的 极限 等 于 线性 化 方程 组 振动 局 期 的 投 限 , 亦 
即 等 于 线性 化 方程 组 振动 的 周期 ， 隐 

注 。 上 面 讲 到 的 设 限 称 为 小 党 动 的 周期。 

问题 Н 一 一 saz 在 平衡 位 置 一 4 附近 的 小 振动 的 周期 


‚в. 


з ле 


ЕЖА ВАТ М ВИА ЯНУ ААТА А ИНГЕ — 2 
理论 的 角度 来 讨论 导数 未 解 出 的 微分 方程 理论 的 基本 概念 


А. 基本 定义 
现 讨论 方程 
Е(х, уур) = $ 0) 
其 中 р= 0/41, 
例 р-р 3) уе рер, 


ДАЖ (хь у, р) 的 三 维 空间 称 为 函数 у (а) 的 一 阶 节 空间 
САУ уе, у, ВЕ [у (а) — у, 0) | = (|= 一 和 oj 就 
НЕ хо АННА АИ, РЕЯ ИИА ло А, ВА 
数 ? 在 该 点 之 值 以 及 导数 ”的 信 而 定 )。 

方程 (1) 在 节 空 间 中 给 出 了 一 个 曲面 ， 在 其 上 可 以 得 出 一 个 
方向 场 ， 作 法 如 下 。 考 谍 节 空间 中 的 一 点 。 给 定 在 该 点 一 个 向 量 
Е, 其 分 最 记 作 4=(5), dy(5) Ж4Р(Е). 于 是 dx, dy 和 dp 不 再 
是 神秘 的 所 谓 无 穷 小 量 , 而 是 所 的 完全 确定 的 线性 函数 . 

在 节 空间 的 点 (x, у, р) 处 ， 考 十 由 分 量 适 合 ду == pdx 的 


хау 
ИХ 


и 


во 


1)》“ 节 ?是 iet 一 词 的 试 译 ，iet ЖЕНЫ Тауіог ВЕН 
为 目的 一 收 而 咯 其 余 项 因 暂 无 通用 译名 。 试 译 为 “ 节 ”， 兼 取 音 义 , 以 正 于 读者 . 一 一 
жав 


ЕТ 


疝 量 5 所 组 成 的 平面 。 换 吉之 ,在 点 (x,y, р) 的 向 量 Е, 如 果 它 
在 Euclid 平面 (x,y) 上 的 投影 以 z Кец 则 这 些 5 位 于 该 平面 
上 (图 19). 这样 作 出 的 平面 称 为 接触 平面 。 于 是 过 一 阶 节 空间 
的 每 一 点 有 一 个 接触 平面; Ранен — 阶 节 空间 中 的 一 
个 接触 平面 场 ,或 称 接触 构造 . 

向 题 在 一 阶 世 空间 下 是 否 存 在 这 样 的 曲面 , 它 在 其 每 一 点 上 均 与 该 
ЖЕНИ 

# я. 

设 在 一 阶 节 空 间 中 由 (1) АВЕ ОЖ 
个 很 强 的 限制 ， 因 为 对 一 个 通 有 的 (generic)* 光 渭 即 无 穷 可 微 ) 函 
数 ,O 并 不 是 临界 值 , 从 而 零点 集合 是 一 个 光滑 流 形 ， 若 所 考 志 的 
函数 不 是 这 样 , 则 几乎 对 三 的 一 切 任 意 小 的 摄 动 , 其 零点 集 将 成 为 
一 个 光滑 流 形 。 例 如 对 卫 棉 一 个 小 常数 就 是 这 样 的 摄 动 ( 见 бага 
定理 ,$10 的 EE). 

现在 ,我 们 在 由 (1) 给 出 的 光滑 曲面 好 上 考虑 一 个 点 .假设 
对 在 该 点 的 切 平面 与 接触 平面 不 重合 。 这 时 ， 这 两 个 曲面 将 滞 一 
条 直线 相交 。 此 外 、 这 点 附近 各 点 的 切 平面 与 接触 平面 也 将 交 了 
一 直线 ， 于 是 在 M 上 该 点 附近 得 到 一 个 方向 场 . 

方程 (1) 的 积分 曲线 的 定义 就 是 所 得 的 M 上 的 方向 场 的 积分 

88. 所 调解 (或 研 190) 788 (1) 就 是 指 解 (或 研究 ) 这 些 曲 线 。M 
上 的 积分 曲线 与 (1) 之 解 的 图 象 ( 它 位 于 (x, у) 平面 上 ) 的 关系 
将 在 下 面 讨论 。 我 们 要 强调 ,M 上 的 积分 曲线 不 是 用 (1) 的 解 ,而 
是 用 接触 平面 来 定义 的 。 
В. 正则 点 和 判别 曲线 
节 空 间 中 轴 的 方向 称 为 铝 直方 向， 设 村 为 节 空间 中 由 (1) 
р: 考虑 铅 直方 向 的 投影 


я: М> В, x(x у, Р) = (=, у). 
定义 面 M 上 的 点 若非 映射 的 临界 点 ， 它 就 称 为 下 则 


т 


р пк. — иде 
5. 


点 。 

换言之 ， 藻 M 上 某 点 处 的 切 平面 不 是 馈 直 的 ， 该 点 就 是 正则 
点 ， 也 就 是 说 , 车 到 (x, у) 平面 的 投影 在 该 点 附近 是 微分 司 吓 。 
ЛУНЕ, 

ЕЙ ЕВЕ СИЕ ВЕ АНН ЖЕ (1) ВОЗНЯ 
#8. 
8 о ННАЦ. у В УВЕ ре 一 у РЕ * 
С 20), 


2 
sf 7 


图 21 


考虑 曲面 MW 上 的 正则 点 。 由 隐 函 数 定理 ， 可 知 M 在 这 点 附近 
ВУ р 一 v(x, у) 的 图 象 . 

定理 П (у) 平面 的 投影 将 方程 (1) 在 M 上 的 积分 曲 
线 在 正则 点 附近 变 为 方程 


и. 


2 ар) 02) 


在 此 点 投影 附近 的 积分 曲线 。 

必用 接触 平面 的 定义 , 它 在 〈*, у) 平面 上 的 投影 是 一 直线 ， 
其 方向 即 (2) 的 方向 场 之 方向 。 内 此 ,在 局 部 微分 同上 是 = 之 下 , 方 
程 (1) 在 村 的 所 考虑 的 正则 点 附近 的 方向 场 变 为 方程 (2) 的 方向 
场 ;从 而 其 积分 曲线 也 应 互 变 。 » 

Е ”从 整体 来 着 , 方程 (1) 的 积分 曲线 在 (x, у) 平面 上 的 
授 影 一 般 地 并 不 是 任何 方向 场 的 积分 曲线 ， 方 程 《1) 的 积分 曲线 
ЖЕ (х. ?平面 上 的 投影 在 判别 曲线 上 一 般 地 有 估 点 ; 然而 , 对 方 
程 (1) 的 某 些 情况 ,这 些 投影 在 判别 曲线 的 点 上 仍 是 光滑 的 , 


с яз 


例 1 Рах (22), 
НЕМ ЖЗИ. НЫЕ. ТЖ, ВЕКИ ғ, 
УТИ Р, у 为 坐标 (前 者 是 整体 坐标 系 )。 
现 将 曲面 中 的 《x，y, р) 点 处 的 座 量 二 之 分 量 dx， у, dp 所 应 满足 的 
条 件 以 及 它们 属于 我 们 的 方向 场 的 条 件 写 出 : 
| 一 < (Рм); 
арар = dx (РМ); 
бу = paz (ЖРЕТ). 
因此 ,在 (psy) 坐标 下 ,积分 曲线 由 条 件 dy = 2p'dp 决定 。 


и. 


Тм БИЯ ос фр в += г ИИ. ПН 
С, У ЕВА, 


#2 Ре, (23). 
Р = уу 
2pdr = дуу 
у рат, 


НЯ ВЕТАР 

此 例 中 ,我 们 在 M 上 取 * ЯР йк, НН Р(х 一 24р) = 0, НИМ 
有 ?一 ,v= 0, 或 有 

кар + С, уер, 

它们 在 〈*， ?7) 平面 上 的 投影 是 急于 送别 曲线 y= 0 зави. 

з Clairaot 方程 

?一 pr + КР) (#24). 

Мимо УР 
солат 的 交 线 是 直线 ). 在 M 上 以 *， 
?为 坐标 较为 方便 。 积 分 曲线 可 由 


以 下 各 关系 式 给 出 
т у= pr + КР), 
у И == рік + кар + ГСр)ар» 


dy 一 рах, 


ви 于 是 得 出 (* + /ve 一 4. 使 > 十 

го Н, ЖЬ. ЛЕ (5,2) 平面 上 , 积分 曲线 是 
直线 ре солн 一 5; ВИЙ, ЖЕНЕН ЧАША (о е 0) 相 
交 . 

积分 图 线 在 (xy ?平面 上 的 公 影 是 切 于 判别 曲线 的 直线 族 y 一 Cz 十 
帮 c)。[ 严 格 说 来 直线 族 与 临界 而 组 的 交点 并 不 属于 M 上 的 职 分 曲线 办 为 
对 于 所 给 的 方程 ,在 这 些 点 上 接触 平面 切 于 从 而 方向 场 无 定义 ]- 

判别 曲线 可 由 以 下 条 件 得 出 : 

r= ре + Hp) я + Г = 0. 

全 如 ,车 СР) = е2, НЕА у 一 “12， 而 积分 曙 线 
是 它 的 切线 。 

claimaat 方程 的 强 论 和 一 些 重要 的 一 般 数学 概念 有 关 , 这 就 是 rpendre 


变换 和 射影 对 侦 性 . 


р. Legendre 变换 


设 有 变量 * 的 函数 1。 它 的 Legendre 变换 ?是 新 变量 的 函 
数 8， 其 定义 如 下 ; 2008 (х, у) 平面 上 f 的 图 象 ， 作 和 斜率 为 了 的 
直线 y рх, 求 图 象 上 离 这 个 直线 在 纵 轴 方向 上 最 远 的 点 。 这 
个 差 就 定义 为 在 ”点 的 值 ( 图 25); 

Е) 一 sup(px 一 fs))。 
М: 00) 二 x7/2. 计算 其 Legendre 变换 得 gCp) 一 请 /2 
#2 41000) = аја, (арт). 这 时 абр) = 22/6, 这 里 十 让 :一 
1， 从 而 81 (ЖА а, ps 均 为 非 仙 )。 


Tf 
Р) ? 


Р 25 
жуе > 且 其 导数 给 出 直线 到 直线 上 的 微分 

НЕ, МЕХ а 也 是 严格 凸 的 ,而 且 定 义 8 的 上 确 界 在 使 (а) р 
的 唯一 点 达到 。 这 样 的 点 * 和 称 为 在 Legendre 变换 下 彼此 相 
№, 

а 以 下 不 等 式 恒 成 立 

Ка) + Ер) 22 рк. 

车 了 为 严格 凸 而 f ВЯ ЕКО ТА, Б НЧ 
х МР 为 相应 时 达到 . 

Ф px 一 f(x) 不 能 超过 其 上 确 界 gp). > 


1) 在 一 些 文献 中 Legendre 变换 是 指 的 别 的 意义 ,而 与 Minkowki 和 Young 
有 关 : 但 我 们 不 打算 在 名 词 上 过 于 掏 谍 . 
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КИ мое, 


在 下 面 的 推论 中 ， 我 们 恨 设 f 和 8 为 严格 凸 且 其 导数 是 直线 
到 直线 上 的 微分 同 胚 。 

推论 “Legendre 变换 是 对 合 的 : Е) 的 Legendre 变换 
在 采用 适当 的 坐标 记号 后 仍 是 е). : 

马 事实 上 ,上 面 定理 中 的 不 等 式 对 f 和 & 是 对 称 的 ,> 

推论 。 设 由 严格 吓 函 数 8 给 出 Clairaut 方程 ? 一 px 一 
8(p), 而 解 的 包 络 为 y》 == Ка), 则 由 8 З Р ЈЕ. egendre 变换 、 

Чи ЕНиР 

注 "ЖЕН Legendre 变换 之 定义 完全 相间 ， 且 有 同 
样 的 性 质 ， 若 * 是 R* 之 点 , 则 ? 是 其 对 侦 线 性 空间 ( 即 В“ 上 的 
线性 函数 之 空间 R**) 之 点 。 


Е. Неве 

Legendre 变换 是 射影 几何 中 一 般 作法 的 特例 。 0085 Е 
影 空 间 。 记 它 为 RP" 

射影 空间 的 点 是 仿 射 空间 R"r 的 非 零 疝 量 , 且 定 义 到 只 相关 
一 个 非 才 因子 。 这 个 定义 可 以 简 记 为 

ВР" ~ (ВО) (ЕХО). 

射影 空间 中 的 起 平面 由 射影 空间 中 这 样 的 点 组 成 :它们 在 仿 
射 空间 中 的 相应 点 属于 经 过 原点 的 同一 起 平面、 

аза = 维 射影 空间 中 所 有 超 平面 的 集合 。 它 本 身 也 自然 地 
成 为 一 个 = 维 射 影 空 间 。 

事实 上 ,射影 空间 中 的 超 平 面 由 齐 次 方程 

(а, х) = 0, хе В", се КО 

ощ, Виня 是 R"" 上 的 线性 函数 的 空间 ( 它 也 是 + 1 维 的 线 
Веля, радне В“ 的 对 偶 空 间 )。 

这 样 ,射影 空间 中 的 超 平面 将 对 应 于 Rew* 中 的 非 零 向 量 而 
且 确 定 到 相关 一 个 非 零 实数 因子 。 从 而 。RP" 中 的 起 平面 之 集 县 
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РЕЯ 
Прп = (ВО) (ВО). 

射影 空间 RP” 中 的 超 平面 所 成 的 射影 空间 称 为 RP" 的 对 侦 
室 阁 并 记 作 RP"*。 例如 射影 平面 中 一 切 直线 的 空间 即 对 介 于 原 
空间 的 射影 平面 。 

注意 ,对 侦 性 是 一 个 相互 的 概念 ， 即 有 ВР"** 一 КР", НЕ 
平面 方程 (a, х) 一 0 中 “ 与 * 位 置 的 对 称 性 就 可 铬 出 这 一 点 。 

Я 不 难看 到 经 过 射影 平面 的 某 一 定点 的 一 切 直 线 构成 对 偶 平 面 上 
的 一 直线 。 经 过 射影 平面 的 某 一 定点 而 且 位 于 以 该 点 为 顶点 的 一 个 角 域 中 
的 一 急 直 线 , 构 成 对 个 平面 上 的 一 线段 。 

射影 平面 上 一 非 觉 化 二 次 曲线 的 所 有 切 级 构成 对 侦 平 面 上 的 非 娆 化 二 
次 曲线 。 一 般 地 说 , 任 一 光 光 曲线 的 所 有 切线 构 或 对 侦 平 而 上 的 一 条 (不 一 
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定理 АИО Е Legendre 变换 的 图 象 互相 
射影 对 偶 。 

如 考虑 坐标 为 〈*, у) 的 仿 射 平面 上 所 有 的 不 平行 于 y НН 
直线 ， 这 些 直 线 又 组 成 男 一 平面 ， 因 为 它们 都 可 写成 方程 у= 
Px 一 =， 从 而 可 以 把 (p，*) 者 成 这 个 新 平面 的 伪 射 坐标 。 采 用 这 
样 的 观点 ，Legendre 变换 就 是 把 函数 的 图 象 变 到 其 切线 族 : 当 
(х,у) 平面 上 的 动 点 走 遍 了 之 图 象 时 ，7 图 象 的 切线 也 将 走 遍 
Legendre 变换 z == (р) ЇЕ (р, 2) НЕК. > 

这 样 看 来 ,Legendre ЕАН ЕАН 

м 。” 设 f 的 图 象 是 山 多 边 形 。 其 支撑 直 绥 "就 是 这 样 的 直线 : 了 的 图 
象 全 在 其 上 方 。 但 又 与 此 直线 有 公共 点 。 车 巧 该 上 四 多 边 形 的 所 有 支撑 直线 . 

容易 验证 ,它们 也 构成 对 侦 平 面 上 的 凸 多 边 形 。 事 实 上 ，, 原 多 边 形 线 的 
每 个 顶点 处 的 支撑 直线 将 充满 一 个 角 域 。 从 而 在 对 偶 平面 上 组 成 一 个 线 侦 . 
同样 ,由 原 多 边 形 的 各 线 毁 可 得 对 偶 平面 上 的 顶点 。 

射影 对 侦 性 使 我 们 能 够 考虑 比 Legcendre 变换 页 一 般 的 情况 . 


1) 凸 体 汐 支撑 超 平 而 一 般 地 定义 为 这 样 的 让 平面 * 它 与 该 体 有 公共 点 ， 而 该 体 又 
全 在 该 超 平面 所 分 汕 的 某 一 个 半空 间 内 . 


д 。 


向 题 。 作 图 26 上 的 曲线 之 射影 对 候 曲 线 。 
提示 不 申 线 的 二 蛋 切 线 对 应 于 对 偶 曲 线 的 自 交点 ,因此 对 假山 线 有 
由 个 自 交 点 - 


-< 
№ 26 图 27 


原 曲 线 的 扭转 点 对 应 于 对 偶 曲 线 的 尖 点 ?事实 上 , В 7 е =, Ик я = 
# 处 的 切线 将 有 坐标 一 Зи, = 一 2。 这 两 个 式 于 定义 了 (р *) 平面 上 
Вона. ПЕ, ВАНА А. 在 每 一 对 相 邻 的 自 交 点 之 
阅 各 有 两 个 尖 点 。 

其 次 , 把 原 曲 线 看 作 两 个 相交 的 梯 贺 ， 而 每 个 交点 都 稍为 匣 滑 化 (每 个 
ЕЯ НИЖЕ). 

对 偶 曲 线 也 与 一 对 实 贺 有 关 。 ИИА) 
#8. 由 此 就 已 容 易 想到 怎样 从 一 对 椭 回 及 其 二 重 切 线 作出 对 侦 上 曲线 (图 
27). 


Е. Legendre 变换 与 对 侦 范 数 


定义 8 的 荡 数 是 一 个 实 非 负 的 , 凸 的 、 一 阶 正 齐 次 的 偶 

函数 ,在 且 只 在 原点 为 0: 
120, Қа) = 0<>x = 0, flax) = ИК, 
Кх +59) fH) + К. 

设 了 是 Rs КЖ. МУН: 的 集 来 确定 ， 这 个 集 
是 Ке 中 的 凸 的 ,对 原点 为 中 心 对 称 的 超 曲 面 。 反 之 ,每 一 个 关于 
原点 为 中 心 对 称 的 紧 凸 休 ,车 它 包 含 原点 ,也 定义 唯一 的 范 数 而 在 
这 个 体 的 边界 上 为 1、 起 曲面 f 二 1 称 为 范 数 了 的 单位 球面 。 
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问题 1 ЖЕ 的 以 下 各 种 范 数 下 的 单位 球面: 
а) f= (у ж), Ъ) f= ахаа с) f= фа}, 
考虑 В" 的 对 个 空间 В”. 
ЖХ 。 Rr* 中 的 对 偶 范 数 定义 为 
#0) 一 max Ср» х. 


容易 验证 е 确 是 范 数 。 

对 偶 性 关系 是 相互 的 ， 因 为 定义 对 偶 范 数 的 不 等 式 可 以 写 为 
对 称 的 形式 |(p, x)| < Кадр). 

对 应 于 对 侦 空 间 的 每 一 点 作 原 空间 的 超 平面 (p, х) 一 1. 

定理 对偶 范 数 下 的 单位 球面 即 原 范 数 下 的 单位 球面 之 支 
撑 超 平面 集 . 

ЧА: *(p) = 1 表明 (p, х) 在 原单 位 球面 上 的 最 大 值 为 1， 
即 是 说 平面 (p, x) 一 1 是 原 球面 的 支撑 超 平面 。 

问题 2 ЖЕНЕТ 0) 球面 ,5) 四 面体 ,*) 立方 体 ，4) ЛА 
的 对 偶 曲 面 。 

问题 3 ” 求 问 题 1 中 各 个 范 数 的 对 侦 范 数 . 

由 以 上 所 述 可 见 ， 凸 起 曲面 到 其 对 偶 曲 面 的 变换 局 部 地 由 
Legendre 变换 给 出 , 


С. 平面 曲线 的 包 络 问题 


两 个 光滑 的 二 元 函数 
хо хб 0), уу, 2), 

给 出 平面 上 一 个 曲线 族 , 它 以 * 为 曲线 上 的 参数 (表明 点 在 曲线 上 
的 位 置 ), 而 以 * 为 族 中 的 标号 参数 (表明 曲线 在 族 中 的 标号 )。 

问题 。 夯 出 以下 函数 所 表示 的 曲线 族 . 

а) к= (+0), у 

Ы z= 十 二 Ay 一 (3 与 1 很 小 } 

ао, уе 

$ 28. 

可 以 证 明 ， 对 通 有 的 曲线 族 ， 其 包 络 是 一 个 曲线 ， 而 其 可 能 


р. 


的 奇 点 只 有 尖 点 (如 半 立 方 抛物 线 那样 ) 与 自 交点 ; 在 包 络 光 滑 的 
每 一 点 附近 ,可 以 用 坐标 的 光滑 变换 X(*,y) ，Y(x, y) 与 参数 的 
光滑 变换 800), ТО, 2) 把 曲线 嵌 化 成 4) ,b) , с) 这 三 种 标准 形 
之 一 ,但 在 ( 复 ) 全 纯情 况 下 这 一 点 不 真 ， 

在 判别 曲线 的 通 有 的 点 附近 ， 隐 方程 遂 有 地 可 以 用 光滑 的 从 
标 变 换 化 为 标准 形 ( 见 $4) 
оү. 
ах г 

积分 曲线 到 X,Y) 平面 的 投影 成 为 X,Y) 坐标 的 半 立 
ДНА. РЕ, 只 有 在 很 例外 的 情况 《例如 对 Claireut 方程) 
F ,判别 曲线 才 是 积分 曲线 族 的 投影 之 包 络 。 特 别 她 ,对 Clairaut 
方程 作 一 个 微小 的 通 有 的 振动 ， 判 别 曲 线 就 从 积分 曲线 族 的 投影 
之 包 络 变 为 其 尖 点 轨迹 


$4 隐 方 程 在 正则 这 点 附近 的 标准 形 


这 里 我 们 讨论 通 有 的 隆 方程 的 积分 曲线 族 的 奇 点 。 


А. а 
2 ВНЕ ЕЗЕР ЕАК РА 
Р(х,у, р) = 0, Жр р= ду/ак. (1) 
设 方程 (1) 在 坐标 为 (x , у, Р) 的 三 维 节 空间 中 给 出 一 个 光 
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滑 曲 面 。 根 据 隐 函 数 定理 ， 只 需 没 在 一 0 处 函数 下 的 全 微分 不 
为 0 即 可 ,而 我 们 即 作 此 假设 。 

НЕЕ 0 РЕ (=, у) 平面 上 的 投影 

定义 若 在 曲面 一 0 的 基点 附近 ， 澳 面 到 坐标 平面 的 投 
影 不 是 局 部 伍 分 同 是 ,此 点 就 称 为 方 积 (1) А, 


由 隐 示 数 定理 , 奇 点 就 是 面 F 一 0 上 使 8 一 0 的 点 


В. ЯЗВА 


ажна, анро 000 两 个 


方程 在 三 维 节 空间 中 给 出 。 所 以 。" 一 般 说 来 " 奇 点 将 构成 一 条 区 
线 

定义 方程 一 0 在 三 维 节 空间 (а, у, р) 中 的 奇 点 之 集 
合 称 为 该 方程 的 判别 式 轨迹 . 

由 隐 函 数 定理 , 涛 在 判别 式 轨迹 的 一 点 附近 ,出 三 维 空间 到 平 
НА (в, э, 2) -> (р, ОБ) ЮЗЕРОВ 2), 
风 判 别 式 轨迹 在 此 点 附近 是 光滑 曲线 。 


С. 判别 曲线 


定义 ЕР 方向 在 (x,y) 平面 上 的 投影 称 为 
判别 曲线 ?。 
由 隐 驴 数 定 理 , 若 判 别 式 轨迹 在 其 上 一 点 不 急于 方向 , 则 在 
该 点 附近 ， 判 别 式 轨迹 可 微分 同 胚 地 没 二 方向 投影 到 〈xz, у) Р 
вин. 
注 ”在 上 述 条 件 下 ,判别 曲线 也 可 能 有 奇 点 。 
一 般 说 来 。 这 些 奇 点 之 所 以 产生 是 由 于 判别 式 轨迹 的 好 几 个 
点 都 被 投影 到 同一 点 。 这些 闸 点 将 是 判别 曲线 的 自 交 点 ， 对 于 通 


ы 


о лихих В 中 的 判别 曲线 定义 的 重 述 . 
. 25. 


НН ДЕЗ А АВН Л НН НОНА, 0.88.58 
яж» о. 

另 一 方面 , 若 判 别 式 轨迹 在 某 点 的 切线 平行 于 如 方向 , 则 在 判 
别 曲 线 上 通 有 地 会 出 现 尖 点 。 

除了 自 交 点 和 尖 点 外 ， 判 别 曲 线 的 所 有 更 复杂 的 奇 点 都 可 以 
通过 对 方程 进行 小 摄 动 而 消除 。 这 两 类 奇 点 在 方程 的 小 变形 之 下 
仍然 保持 ,只 不 过 了 略微 移动 位 置 . 


р. 判别 式 轨迹 与 接触 平面 相 切 的 点 


在 节 空 间 的 每 一 点 部 有 -个 接触 平面 4y = раз. 特别 是 在 
БАИЯ Е НН ОРЕЛ НОО 
既 可 能 位 于 此 平面 上 ,也 可 能 与 它 相交 。 

定义 判别 式 罗 迹 上 的 一 点 ， 营 其 切线 位 于 该 点 的 按 甬 平 
面 上 ,就 称 它 为 与 接 般 平面 的 多 点 . 

我 们 要 注意 ， 判 别 式 纹 淡 与 ? 方向 的 切 点 者 是 与 接触 平面 相 
切 的 点 。 事 实 上 ,每 点 的 接触 平面 都 包 合 ? 方向 . 


Е. 正则 奇 点 


定义 。 方程 (D) 的 奇 点 称 为 王 则 奇 点 , 若 在 此 点 满足 狮 别 式 

轨迹 的 光滑 性 条件 ? 
cank((z, ?站 上 -> (Р, В,)) —2, 
ТАЯ Ж РЕА Зри. 

Я ЯВЛЯ». НЕИН p = 0, з= 0 给 出 ， 这 
就 是 ? 轴 。 光 滑 性 条 件 是 适合 的 。 切 于 判别 式 轨 迹 的 向 量 (0,1;0) 不 在 接触 
平面 小 = 045 上 ,因此 方程 pr 二 * 每 个 次 点 都 是 正则 的 。 

Ж 。 对 于 通 有 的 方程 ,几乎 所 有 奇 点 都 是 正则 的 ; 非 正则 奇 
点 商 散 地 分 布 在 判别 式 负 这 上 .车 已 给 的 方程 不 是 这 样 , 则 无 论 如 
何 对 方程 作 一 个 小 摄 动 后 总 可 以 变 成 这 样 《这 一 个 和 以 前 的 "水 


1) 所 谓 映射 的 秩 《xrank》 是 指 其 导 有 映射 的 秩 。 
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及 通 有 性 (genericity) 的 考虑 ”都 可 以 用 $ 10 № Sard 定理 证 
ВЯ). 


Е. 标准 形 定理 


定理 。 令 (з, у, А) 为 方程 Ра, р) 一 0 ВЕ 
ЗД, ДПЕ (а. у) 平面 上 《xo, y%) 邻 域 到 (X,Y) 平面 上 (0， 
0) 邻 域 的 微分 同 暴 ;化 方程 F 一 0 为 P 一 X (Р = adY/aX). 

说 明 (х,у) 平面 的 每 点 附加 一 个 线 广 元 素 ? 构成 三 维 空 
М (жу, Р). Е 一 0 在 其 中 定义 了 一 个 曲面 (x,y) 平面 的 微 
分 同 胚 将 每 一 个 线性 元 素 ? 变 为 一 个 新 的 线性 元 素 了 , 可 以 断定 ， 
曲面 F 一 0 在 正则 奇 点 附近 的 部 分 将 变 为 曲面 P 一 X 在 点 
(一 0, 了 一 0, Р= 0) 附近 的 部 分 . 

推论 ”在 正 刚 奇 点 附近 ,方程 (1) 的 积分 曲线 族 微分 同 胚 了 


сх, У) 平面 上 的 半 立 方 者 物 组 族 了 一 АИС, 
4 定理 中 所 述 的 微分 同 胚 把 方程 (1D) 在 <, у) 平面 上 的 积 


分 曲线 族 化 为 方程 P Х 在 (X,Y) 平面 上 的 积分 曲线 族 .而 
后 者 为 半 立 方 抛物 线 族 ,其 尖 点 均 在 判别 式 曲 线 上 , 即 有 


аүјах VX, 了 一 全 Xe 十 5。 


С. 标准 形 定理 的 证 明 


Ф (хо, уо Ро) 为 方程 F = 0 的 正则 淋 点 .这 时 ,判别 曲线 在 
Сао, у) 附近 是 光滑 的 。 考虑 判别 式 轨迹 上 各 点 的 接触 平面 到 
(х,у) 平面 上 的 投影 。 我 们 将 在 xo, уо) 附近 得 到 一 族 不 切 于 
判别 式 曲线 的 直线 . 

现在 在 《x,y) 平面 上 (зо, уо) 附近 选 一 个 局 部 坐标 系 使 
得 : 《1 判别 曲线 的 方程 成 为 x 05 (2) 直线 у 一 const, 沿 着 
上 述 方向 与 判别 曲线 相交 。 


我 们 仍 把 这 个 坐标 记 作 (=, у), 9% dy/dx 也 记 作 Р. 现 
在 奇 点 的 坐标 成 为 (0,0,0) 。 
在 上 述 坐 标 系 下 ,判别 式 轨迹 是 ? 轴 : 在 其 上 * 一 0,p 一 0 
(у 一 const)。 由 此 可 知 ,我 们 的 方程 在 所 引信 的 举 标 中 适合 PF(0， 
у, 0) = 0, Е,(0, у, 0) 一 0。 判别 式 轨 迹 的 正则 性 条 性 现在 是 
D(F, 
аа ЕН] ео эр |а" в" 
《因为 在 判别 式 轨迹 上 Р, = 0, Е, = 0). 此 外 , ЗЕЯ 
上 Е, = 0. 因此 判别 式 轨 迹 的 正则 性 条 件 可 写 为 
Е,(0, 9,0) + 0, Р,,(0, у, 0) 90. 
与 接触 平面 不 相 切 的 条 件 自 动 满足 。 
将 FF 按 P 展 为 余 项 为 2 次 的 Taylcr 展开 式 : 
Flzxs ys Р) == (а, У) + РВ(х, у) + PCC#, у, Р). 
由 上 述 的 关系 式 可 知 40, у) 一 0，B(0,y) 一 9。 因此 有 
Ая, у) = хоху у), В(х, у) = хб(х, У), 
а 55 8 АЭН. 
判别 式 轨迹 的 正则 性 条 件 是 4.00, у) 5 0, С(0, у, 0) = 
0。 以 下 我 们 甚至 可 以 假设 C > 0, 4. <0 〈 若 不 然则 改变 或 
* 的 符号 ). 于 是 000, 0) <0, С(0,0,0) > 0。 
зе об. 
把 了 一 0 看 成 系数 为 C, 8, 4 的 ?的 二 次 方程 。 我 们 可 得 
СВУ АС ВМ 
2С 6  ， 
这 里 Y 一 一 4aC + х0 В: (+, у, Р) 的 函数 ;这 时 
(0,0,0) == —40(0,0)С(0, 0,0) > 0. 
最 后 , 令 * 一 如。 在 * 士 * 中 只 取 “ 十 ,可 得 
ЧЕ Ут, уур) 
РТ 2с(в,у,р)  * 
对 这 个 关于 ”的 方程 应 用 隐 函 数 定理 ,可 得 р = 505, у), 03 
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0 


ЖИВ. (0,0) 70. 

4” у) ВЖЕ. 

注意 到 р = 49/42 = 49/2545, ИБ y(5) 的 微分 方程 

9105 == 258, у), «0, 0) = 0. (2) 

在 (4, у) НЕЮ Е 一 0 相交 而 与 直线 у 一 const 
二 阶 相 切 ,因此 方程 有 形 如 1(5, у) = у — К, у) 的 初 积 分 ， 
下 是 光滑 函数 而 K(0,0) 0 (Г (Е. У) 的 积分 曲线 与 轴 
一 0 的 交点 的 级 坐标 ;因为 o 加 0， 所 以 К 0), 

з= 标准 化 尝 标 的 作法 

将 KK 分 解 为 对 于 5 为 奇 或 假 的 部 分 : 

КОЕ, у) = Г, у) + ME， у). 
工 与 对 是 > 和 у ЖЭБ ТОН 100,0) 0. 应 用 这 些 记号 
可 写 出 1(§,7) у ИМ, у) 一 РЕ, у). КАХА 
引 人 新 变量 了 ТЕ 
а= ЕХЕ. У), YYy 8M, У). 

ФЕ 1-у- =. 

再 令 х-ке. 于 是 

Хх M(x, у), Ү= у rwM(r, у). 

АА НИЕ (ОНА, 因为 200, 0) = 0, 
首次 积分 现在 成 为 


г= ү Хе, 


现在 (dY/dX}》 一 xX. 放大 一 个 坐标 轴 即 得 标准 形式 。 


н. + 

上 面 的 证 明 的 基本 步 观 是 作 代 换 * 一 品 ， 即 过 渡 到 (x, у) 
平面 的 双 叶 履 盖 , 它 洛 判 别 曲线 分 枝 ， 利 用 拓扑 方法 (当然 在 复 域 
中 ), 事 先 就 很 清楚 , р(х, у) 的 二 值 性 在 这 个 双 时 材 兰 上 会 消除 ， 
而 方程 则 分 成 两 个 。 只 是 因为 要 在 实 域 中 证 明 这 个 事实 才 有 必要 
为 二 次 方程 麻烦 。 余下 的 员 需 将 覆盖 空间 上 的 方程 (2) 用 覆盖 平 
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部 分 就 很 容易 做 到 这 一 点 。 

标准 形 定理 的 第 一 个 证 明 是 Ю. А. Бродский АВ 09, Е 
依据 К. Thom 的 工作 ，Thom 把 方程 只 化 为 产 一 xE(x,Y) 的 
形状 。 

注 ”我 们 的 证 明 中 将 偶 函 数 表 为 其 变 元 的 平方 之 函数 对 
解析 函数 (或 形式 矫 级 数 )， 这 种 表示 法 是 明显 的 。 对 于 光滑 函数 
则 还 要 证 明 ， 

无 穷 可 微 偶 冰 数 确实 也 可 帮 作 其 变 元 的 平方 的 函数 ， 从 而 定 
义 在 正 半 轴 上 ， 它 在 正 半 轴 上 包括 原点 是 无 穷 可 微 的 ， 我 们 要 把 
它 表 为 一 个 在 全 轴 上 的 无 穷 可 微 函 数 之 在 正 半 轴 上 的 限制 . 

这 种 表示 法 的 可 能 性 意味 着 可 能 光滑 地 拓展 到 负 半 轴 上 .这 
可 以 由 Е, Borel 的 一 个 定理 来 保证 ,这 定理 指出 存在 着 实 轴 上 的 
无 穷 可 微 而 在 原点 有 任意 指定 Taylo: 级 数 的 函数 ， 我 们 略 去 这 
个 定理 的 证 明 (然而 并 不 复杂 )。 


$5. 定 配 ”Schridinger 方程 


本 节 讲述 初等 量子 力学 的 最 初步 的 数学 基础 。 我 们 不 去 讲 所 
引入 的 定义 的 物理 来 源 ,而 只 用 物理 术语 来 描述 解 的 性 质 ， 


А. 定义 和 记号 
在 物理 学 中 ,方程 
бр ъ (Е 06) -0 (1) 
ЖЕ Schrsdinger 方程. 


ЖУРН: Schr6dinger 方程 的 解 称 为 粒子 的 坊 ， 谱 参 


1) 英 译 本 认为 是 D。 Гак 给 出 的 ?但 两 种 本 子 都 没有 给 出 详细 的 文献 和 和 出处， 下 
Ж Thom 的 工作 也 未 给 出 . 译 省 证 
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женою ТЕ. 已 知 函数 о0о Жив. 
于 力学 主要 就 是 研究 方程 (1) 及 推广 它 的 偏 繁 分 方程 式 或 组 的 性 
и 


Я 令 2 一 0。 这 时 粒 于 称 为 自由 的 。 ВЕ Ее 自由 粒子 的 
Schradinger 方程 是 
Wt RP 0. 0) 
它 有 两 个 线性 无 关 解 


пе =. (3) 


ты 

物理 学 家 把 波 函 数 在 某 点 信 的 模 的 平方 称 为 粒子 位 于 该 点 的 
概率 密度 ， 于 是 ,动量 为 的 自由 粒子 “位 于 任何 点 的 概率 都 相 
局 ”( 应 用 这 样 的 术语 时 ,可 以 完全 不 问 这 些 话 的 意义 ,也 不 必 问 它 
和 概率 论 有 什么 关系 )。 


в. #а 


设 势 具有 紧 支 集 ( 即 只 在 某 有 界 集 内 非 0)。 0 2 0 就 说 有 
е, и <о ШН, ПЯТОЕ 
(8 29). 


ЗЕЕ. 一 号 ， 于 是 在 支 集 之 左 ，Schredinger 
方程 (1) 与 自由 粒子 方程 (2) 相 同 。 这样 ，Schredinger 方程 有 两 
АЕ Бе. 它们 分 别称 为 来 自 夺 方 的 与 向 
左 高 去 的 粒子 .注意 ,这 两 个 解 都 是 定义 在 整个 < 思 上 的 ,只 是 在 
ЯЛЫ ое, се 相间 。 
ИЧЕ УЬ ее 和 ое 相同 ， 它 们 分 
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ЭНН. 
问题 。 粒子 嘴 否 可 能 来 自 左 方 后 完全 向 左 反 射 ( 即 波 本 数 是 否 可 能 在 


зелу 0, 而 在 其 左 方 则 否 )? 是 否 可 能 完全 向 右 离 去 ? 
=. в. 


С. аят 

定义 ”具有 紧 支 集 势 的 Schradinger 方程 (1) 的 单 值 化 算 子 
是 由 能 量 = е 的 自由 粒子 的 态 空间 到 其 自身 的 线性 变换 ， 其 
定义 如 下 : 

相应 于 自由 粒子 方程 (2) 的 一 解 , 作 Schridinger 方 程 之 一 解 ， 
使 在 支 集 左 方 与 之 重合 ,而 对 此 解 又 定 出 其 在 支 集 右 方 的 值 . 

ЖЗ, КАН АЖ ЛЕН (1,1), ХТ 
陈述 它 ,我 们 引信 以 下 的 记号 ， 

记号 。 用 民 记 Schrsdinger 方程 (1) 的 实 刀 的 空间 ., 粒子 
前 大空 间 ( 即 复 解 的 空间 ) 是 В 的 复 化 , 记 作 C = СВ. ЖЖ 
向 左 、 жеж асаа 此 空间 。 


有 санаа 
ei со5йх, е, = вая, 
自由 粒子 的 恋 空间 记 作 с. 它 是 弄 的 复 化 。 向 左 与 向 右 运动 的 


粒子 之 态 成 了 它 的 自然 的 基底 .将 它们 记 作 
Ве, рае", 
注意 , е, Бе, ВНИИ. КРИ 
ъ= е + й, Ье ie. 
定义 《1,1)- 西 么 模 年 阵 的 群 5SU(1, 0) 由 行列 式 为 1 且 
保持 Hermite 形式 [а | — ||? 的 复 二 阶 矩 阵 构成 , 换言之 即 


т ФО 


са 
1а – |80 = [2 141 = 1, 9 = 0, 
ав = 1. 


032 。 


定理 。 单 值 化 算 子 在 基底 0, ТОНЕР 5001, 
1), 

单 值 化 算 子 属于 SU(1, 1) ДОНЕ Р, 方程 (1) 的 相 流 保 
ВЖЕ. ЖЕНИ, ИТАН РНЕ 50,1) № 
一 些 知识 。 


р. 代数 的 插话 群 SU(1, 1) 

考虑 实 线性 空间 R 及 其 复 化 С. ЕВ 中 取 一 面积 元 素 并 以 
ГЕ, п] ЗЕ Е, п 所 成 的 平行 四 边 形 的 有 向 面积 。 ОВС 
积 [ , ] 称 为 辛 构 造 。 荐 在 到 中 取 定 一 基 麻 ec. es 使 [el e] 一 1， 
则 1 [#，, 7] 正 是 向 量 5, о РАЈ е, е 分 量 所 成 的 行 询 式 。 

ЖЕ, ] 的 复 化 给 出 了 С 中 的 辛 构造 ， 我 们 仍 用 同样 的 
括 弧 来 记 它 。 

在 С 29% Hermite # (Е, л) 一 5 [5,1]. ЕЖЕ Her- 


mite 2. (Е, п) = Ат), {Е, 1) =). 为 了 以 后 之 用 ， 
特 计算 六 一 十 ie е — м, 的 Hermite Я. 易 证 下 引 
理 。 

引 理 <, к) 1, Ф, һу 1, 1) =0. 

4 例如 


А А А 1 2 
= = -^ = = 
Че м | нь 


于 是 我 们 说 Hermite 型, 是 "(1.0) 型 的 ”( 其 典 则 形式 有 一 
个 正 的 和 一 个 负 的 平方 ，《z， =) Пар 一 jx， 这 里 
жай + аф). 

现在 考虑 平面 C 上 保持 Hermite 构造 ， 六 构造 和 实 构 造 的 
вити. 

定义 РЕС ЬЕ Hermite 构造 (,》 的 线性 变换 群 称 
为 (1.)- 醒 群 ,并 记 作 са, 0). 

平面 C ВОВЕ А МОЕ НРС 23). 
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НЕЕ ЭННИ: 8102, О). 
平面 C ВРЗ а 到 的 线性 
变换 复 化 的 群 ) 称 为 二 阶 实 线性 群 ,并 记 作 GL(2, В). 

这 样 ， 我 们 已 在 C 的 一 切线 性 变换 群 GL(2, С) 中 定义 了 
Бф. ар-Н 00,10), ДВ 5102,0) 与 实 线性 群 
GL(2, В), 

ЯВНО Hermite 型 《，,》 定 义 么 模 群 的 六 构造 [,]， 以 及 
定义 实 线 住 群 的 复 共 轿 , 三 者 之 间 有 关系 式 


а,в) = (а, 51. 


定理 ”上 述 三 个 子 群 中 任 两 个 之 交 都 等 于 三 者 之 交 【〈 图 
30), 

这 个 交 称 为 特殊 (1 ,1)- 丁 群 *, 并 记 作 5001,1) 《 它 也 称 为 
实 么 模 群 而 记 作 SZL(2, 及 )。 它 还 称 为 二 阶 实 辛 群 ， 记 为 Sp(1， 
в)). 

4 若 变换 4 是 实 的 且 为 么 模 的 , 则 ТАЕ, Ат] 一 [5,3] 以 及 


52,8) 


1) 强调 一 下 ,这 里 讲 的 是 算 子 游 而 非 先 阵 贬 。 ВЕРЕ БУНЕ АТИНЕ 
МР 5001,10), 
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А-А. 因此 
Сав, A》 — бга, А : Гав, = 14,0] — а), 


若 .4 为 实 的 且 为 〈1,1)- 丁 的， 则 《第 , 41) — (6,9) В 
АЕ = АЕ. ВЫ АЕ, Ат] —2К 45, Я1)-=—2К 46, Ад) 一 
КЕ, 1) = [#, т]. 

若 4 为 (1)1)- 西 的 且 为 么 模 的 , 则 (45, 401 一 [8,1] 以 及 
48, А] = (Е, т). 因此 对 一 切 避 与 3 有 [45, Я = [4Е, 
44]. 从 而 对 一 茹 5 有 (8, 而 一 41} 一 了 0。 所 以 对 一 切 4 有 
41 一 47 МА. > 

推论 ЯР С, с) 下 的 矩阵 是 实 么 模 的 , 则 
ЖЕНЕ (а= es ѓа, 一 “一 іе) 下 必 为 特殊 (1,1)- 
вю. 反之 亦 然 . 

4 向 量 x 一 zf 十 wh 的 Hermite 标量 平方 可 以 通过 基底 
СА, В) ЕКА (а, za) 表示 如 下 ; (в, =) 1а 1а] (№ 
引 理 )， 所 以 

基底 《es es) КАЖ АИ <> Є 5001, 0) 2 
基底 (А, А) 下 的 矩阵 4 是 (1,1)- 西 的 与 么 模 的 。》 

Е. ЛИН: SU(1,1) 5 Лобачевский 几何 

ЖЕРЕ 52(2, В) 和 50(1,1) 与 Лобачевский 几何 有 如 
下 的 联系 (图 31) 

一 个 实 的 二 挤 么 模 矩 阵 定义 了 一 个 分 式 线性 变换 

хі (ах + 5)/(с= + а). 
此 变换 将 上 半 平 面 变 为 自身 。 这 个 变换 就 是 表示 为 上 半 平 面 的 
Лобачевский 平面 的 运动 ， 所 有 这 种 运动 都 可 以 这 样 得 出 。 Ло. 
бачевский 平面 的 运动 群 同 构 于 5L(2, К)/ Е. 

二 阶 么 模 (1;1 -而 矩阵 定义 了 -- 个 变 单位 图 为 其 自身 的 分 式 
线性 变换 .事实 上 ,在 么 模 (1,1)- 西 变换 下 , 锥 Та а 变 为 
自身 ， 在 自然 投影 
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CNO — СР, (21, ж) > ши == а/а 
Т, ЖАЮ ЦИ iw| < 1, 而 CC 的 线性 变换 变 为 СР 的 
分 式 线性 变换 ( 图 32). 
由 SU(1,1) 中 的 盾 阵 所 得 的 变 单位 贺 为 其 自身 的 分 式 线性 
变换 是 表示 为 单位 图 内 域 的 Лобачевский 平面 的 运动 。 Лоба- 
чевский 平面 的 所 有 送 动 都 可 以 这 样 得 出 。 所 以 Лобачевский 平 
面 的 运动 群 问 构 于 SU(1,1)/ 土 E， 

和 矩阵 群 SL(2, К) 和 SU(1, 1) 是 问 
构 的 ;因为 它们 可 以 从 辣 样 的 算 子 群 得 出 . 
这 些 算 子 的 矩阵 在 实 基底 (еа, е) КЖ 
5102, R), 而 在 复 基底 (А, В) 下 属于 50 х 
(1, 1). 由 522, В) 变 为 SU(1, 1) 相当 
Риза, ЭКШЕН Лоба 
чевский 平面 的 上 半 平 面 模型 变 为 其 单位 圆 模型。 

问题 СЕНЕ 5102, В) НИРИЕИК 9 хр С ВН). 


Е. 实 单 什 化 算 子 的 性 质 
到 Schr5dinger 方程 (1) 的 单 值 化 算 子 。 除 方程 (1) 和 方程 
《2 的 解 空间 Re Я В? ИК, 195 虑 相 平面 ВФ. 相 平面 的 点 是 一 
对 实数 Чо.) 
固定 一 点 x R。 考 镜 将 方程 (1) 的 每 个 ( 实 ) 解 映 为 其 在 x 点 
的 初 值 的 算 子 

В": ВЫ, ШК» (гб), 9.()). 
这 个 算 子 是 一 个 同 构 ， 辣 构 е = ВВ) Жи 到 六 的 


对 于 外 由 粒子 方程 (2), 算 子 ( 解 上 > 相 点 ) 
вв В 
可 以 同样 定义 。 


应 用 这 样 的 记号 ， 单 值 化 算 子 对 可 以 由 同 构 的 如 下 可 交换 图 
式 来 定义 : 


36¢ 


И 一 一 中 
м 
6 е 


ЯТ ЕЛУП КАНА, Ж-М Бр 
的 选 法 无 关 。 
定理 Schr5dinger 方程 (1) 的 单 值 化 算 子 行列 式 等 于 1. 
4 在 自由 粒子 的 实 的 态 空 间 中 取 基 廊 е, ~ сов Ах, в, 一 
sin Кж. 在 实 的 相 空 间 ВФ 中 选取 坐庄 р, 亚 :， 亦 即 确定 一 个 基 
8. ЕДЕ Bi 的 矩阵 是 
(в) -( со5дх зах ) 


—ksin Де Rcoske/” 

因此 ，detBi = 4 与 * 无关， 特别 是 上 图 左右 两 个 坚 行 的 
构 的 行列 式 相 同 。 由于 该 图 是 可 交换 的 ，detM 一 Чей, 但 由 
Liouville 定理 相 流 保 持 面积 不 变 《Schrsdinger 方程 中 不 出 现 会 
ш. 的 项 )。 这 意味 着 detg2 一 1， 从 而 detM —1. р 


С. 复 单 值 化 个子 的 性 质 

[$55 的 C 中 关于 (1,1)- 西 性 的 定理 证 明 如 下 ， 

复 单 值 化 算 子 是 实 单 值 化 算 子 的 复 化 (55 的 局)。 

在 实 基底 Сел, ео) 下 音信 化 算 子 矩阵 属于 SL(2, К) ( 见 $5 
в). НЕЕ ЗЕ (ие, р -е- в) 下 的 矩 
阵 属 于 5001,1) (0950 0). > 

问题 。 证 明 Schredinger УЖО ИНОЕ ЕН 
等 于 oc 二, 而 在 支 集 右 方 等 于 5 二 《 即 往 子 不 可 能 到 达 而 不 离 去 )。 

解 单 值 化 算 子 保持 (11)-Hermite 平方 la 中 一 |а. А 

ае, асі ws |8, (Беті, Бау 一 一 | 下 

СА. 8 50608190). 因此 |0] = — 121", а 20, 


й 


可 


‚37. 


н. 赣 射 系数 和 反射 系数 


定义 设 Schrodinger 方程 (1) 中 的 瑟 一 起 有 解 
сй + Вее, ЕВ: 
Лей", баж (Е 33); 

就 说 有 粒子 以 动量 ё 0 来 自 左 方 而 以 透射 系数 РР 
又 而 且 有 反射 系数 13 777 

引 理 。 对 任意 & > 0 Еи АРОН БХ 
4, В 存在 , 且 为 唯一 的 

4 жа 


; жеж е 的 解 )。 在 势 
-全 ЕИ ее, ЖАННИ 


д, е е" 的 线性 组 合 ， 而 且 
由 单 值 化 算 子 的 (1,1D) -十 性 知 
ебе 的 系数 不 为 0( 见 $5F 中 的 


пр 33 


问题 ). 
用 此 非 零 系 数 遍 除 此 解 即 得 所 求解 。 
ТЕЖ А В ве ВИНЕ. № 
问题 证明 透射 系数 恒 不 为 0. 
解 жаен т = 0， 则 在 其 左 亦 然 、 
定理 .透射 系数 与 反射 系数 之 和 为 1。 
4 引 理 ЖЕЖ (= е, еті) 下 , 单 值 化 算 子 矩 
阵 可 按 以 下 公式 用 复 系 数 4, В 表 出 : 
114 ВА 
= (Cpa ии. 
ФБА 4 ,五 的 定义 , 单 值 化 算 子 是 映射 р ВН А, 
名 为 单 值 化 算 子 是 实 的 ,我 们 也 可 以 找到 复 共 示 向 量 的 象 .注意 到 
фр, М А ВБЛ. ЗИНА 054 0 去 除 , 即 
得 单 值 化 算 子 的 逆 的 和 矩阵 
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为 求 二 阶 么 模 矩 阵 之 地 只 需 将 主 对 角 线 上 的 元 素 对 调 而 将 主 
对 角 线 外 的 元 素 变 号 : 
а b\/d 一 下 ва — be 0 
(: 2С .)-( 0 а) > 
Ж ME SU(1,1) 给 由 14 ПВР 1. > 
问题 。 对 于 在 0 所 x* 心 a 中 取 常 值 V6 而 在 其 外 为 0 的 势 ， 
计算 透射 系数 和 反射 系数 (图 34)。 


= 
14 


其 中 А-0, 一 Uo к тя, 加 此 在 执 
爸 内 找到 它 的 概率 大 于 在 其 外 找到 它 的 概率 )。 对 于 大 的 E, М 
射 系数 趋 于 0， 


0; загад. 
4Е(Е — оу" ыы 
车 粒子 能 量 低 于 势 骑 之 高 , 则 透射 系数 将 按 指数 减 小 : 
418 = 0 
(д + 和 2)shzoX + 4” 
其 中 Е-Х, и — Е (35). 虽然 穿 过 又 高 又 宽 的 势 爸 
的 透射 系数 很 小 , 它 仍然 非 0 (隧道 效应 ”: 量子 粒子 能 穿 过 经 典 


ів[ ~ 


af 


39. 


ЖИ), 


І. 散射 矩阵 
7 与 自 左 向 右 穿 过 势 金 一 样 ， 也 
可 考虑 自 右 向 左 的 穿 透 ， 相 应 的 解 


> 
一 、 
№ в 到 是 
Е 
ы 36 


-< 一 


А 


+ Ве, Ва, 
а 4,7", ВВЕЛ 36), 
定义 ян 


яв 
5- 人 2) 


ВСЕ 5 矩阵 )。 

注 МУЖ 5chr6dinger ЈК, ЖИЛИ 
应 于 哪 一 个 算 子 ， 以 及 为 付 么 它 具 有 我 们 即将 证 明 的 值得 注意 的 
人 性质。 解释 在 于 8“ 变 进 人 的 粒子 为 离 去 的 粒子 "， 如 果 芳 虑 非 定 
态 方程 (但 我 们 不 去 做 这 件 事 ), 就 可 以 给 以 上 陈述 以 准确 的 含意 . 

定理 ”散射 矩阵 是 西 矩 阵 ， 而 且 自 左 向 右 与 向 右 向 左 的 透 
射 系数 都 相同 : 4 4, 

4 单 值 化 算 子 的 作用 如 下 ; 

АҺ» + Bh, A > + Ваһ. 


ША Bl Ах 
因此 о (ва, 14, ). 
ББЗ ЙОТ ЗН ‚р 
4 А, в, = -ВА/Я. 

В 1412 181° = [418 182-1 以 及 АВ, + ВА, = 9, 
故 知 S ЕН. р 

2 我 们 考 蝶 了 具有 实 值 的 谱 参 数 E == № №) Schradinger 
(1). 考虑 复 值 也 是 很 有 用 的 .这 时 可 得 出 散射 矩阵 的 西 性 
质 与 对 称 性 对 复 的 克 仍 成 立 ， 此 外 ,5 具有"“ 实 性 质 ” 即 5—6) 
ЗС), ИН: 4(Ю 是 在 上 半 平 面 Imk > 0 中 解析 而 在 典 


640 。 


过 


НЕА ВОИ. 

加 为 透射 与 反射 系数 都 是 可 测量 的 ， 就 产生 了 所 谓 散 射 理论 
的 反问 题 , 即 由 散射 矩阵 SCX) 9 О, 

势 局 由 实 直 线 上 的 一 个 实 函 数 或 半 直 线 上 的 两 个 实 函数 给 
В. ЖЖ 4, B ПНА ЕР, 即 尘 轴 上 的 四 个 
实 函数 。 西 性 质 条 件 Тар вр е 1 ЕК 
个 烙 由 四 个 减少 到 三 个 。 

ЖЖз> 2, 可 以 期 望 ,并 不 是 适合 条 件 14P 十 18P ~ 1 的 
每 一 对 4,8 都 相应 于 某 一 个 势 ;为 了 从 4,8 得 出 势 ,还 需 对 系数 
再 加 一 个 条 件 。 解析 人 性 条 件 就 是 这 样 的 条 件 . 

以 上 所 述 都 是 一 些 粗略 的 直觉 的 郑 虑 。 而 且 是 以 计算 任意 郑 
数 的 个 数 为 基础 的 ， 但 都 可 以 成 为 陈述 准确 的 。 经 过 证 明 的 定理 
《但 却 直 出 了 本 书 的 范围 ), 这 是 多 人 么 惊人 。 


3. ж 


ЭНЕН (ШО) < 0, 02) 一 0)。 м 
z -> жоо 48-0, 我 们 就 说 粒子 在 势 阱 中 (图 37)。 很 明显 ， 
当 和 粒子 能 量 五 为 全 时 。 它 可 能 位 于 势 阱 中 。 在 了 的 左 方 , 右 方 , 解 
是 ee， е9 的 线 狂 组 合 ,这 里 Еу 0, 因此 粒子 在 劳 
阱 中 的 条 件 就 是 ,在 势 阱 左 方 , x 向 左 时 指数 增长 的 指数 函数 之 系 
数 为 0， 而 在 势 际 右 方 ,向 右 指数 增长 的 指数 画 数 的 系数 为 0， 并 
不 是 对 一 切 负 的 能 值 具 有 这 各 人质 的 解 痢 存 在 . 


у 2. 
а. ГА д 
2 -0, = 


| 
вш 1 А 
ал 
一 Г ДАР 
2 


图 3 


«а. 


ЗЕЕ НРБ АН ИЕН УИ Е 
子 定 态 地 位 于 阱 中 : 势 阱 越 深 越 大 ,这 种 通信 个 数 也 越 多 . 
5 的 这 些 相应 的 值 称 为 定 套 能 级 , 当 = -* жоо, ЗЕ 
С ilidz<o0). 
问题 确定 位 于 ”一 0 与 x 呈 4 之 闻 且 深 为 we 的 矩形 势 阱 (图 38) 的 
ЖЕ. 
Е ЕН 0 ЕДЕ 


ооа ф = БУВ, Ба == БУВ (+= 1 у) 
之 根 ( 对 前 一 方程 w#>0，。 对 后 一 方程 tg#<0)。 
问题 证明 相应 于 不 同 能 级 的 束缚 态 的 疙 函数 下， 互相 正 交 , 即 ; 
他 ee 一 0。 


问题 定 态 能 级 与 3 矩阵 在 的 坊 轴 上 的 极点 有 何 联系 ? 


$6. 二 阶 微分 方程 的 几何 学 与 三 维 空间 中 
一 对 方向 场 的 几何 学 


这 里 讨论 二 阶 微分 方程 解 的 局 部 几何 性 质 ， 即 对 自 变 量 与 未 
知 量 的 平面 的 微分 同 胚 为 不 变 的 些 质 。 

相应 于 每 一 个 二 阶 微分 方程 均 有 三 维 空间 中 的 一 对 方向 场 . 
二 阶 微分 方程 之 关于 平面 微分 同 是 的 局 部 分 类 问题 就 等 价 于 三 
空间 中 通 有 的 方向 场 对 关于 空间 的 微分 同 肘 的 局 部 分 类 问题 以 
下 就 考虑 这 两 个 等 价 问题 的 不 变量 与 “标准 形式 ”, 


А. 线性 方程 解 的 构 形 性 质 


方程 2y/dx’ 一 0 的 解 的 图 象 (直线 ) 适 合 射影 几何 中 的 构 形 
定理 (Pappus，Desargue 等 定理 )。 
жа Икар 


4 а(х) 9 tbls)y о 
да ах 


5 42 « 


9 解 的 图 象 族 局 部 地 ( 即 在 位 一 点 xz 一 д, 附近 ) 绚 微分 周 胚 于 ?最 
简单 的 方程 wy/4z 一 0 解 的 图 象 族 。 
推论 ”射影 几何 的 构 形 定理 (局 部 地 ) 对 任意 二 阶 齐 次 线性 
方程 的 解 的 图 象 均 成 立 ，、 例 如 对 曲线 族 y 一 4sinx 十 Beosz 或 
у= Ae* 十 Ве * 均 成 立 。 
ЧАН з НХ у 和男 一 个 虽 在 入 为 0 却 不 恒 等 于 
ОМ уь. АХ 


Y= уу, Х = уу 


可 


给 出 所 求 的 微分 局 胚 。 
注 1 А (Х,У) 可 确定 到 相差 一 个 分 式 线性 变换 ( 若 
将 у, 换 成 它们 的 线性 组 合 ,XxX 与 了 就 会 发 生 一 个 分 式 线性 变 
$). БЕ ХА = 轴 上 局 部 地 给 出 一 维 射 影 流 形 构造 ( 即 一 
个 图 册 ; 其 中 的 转换 函数 是 直线 上 的 射影 变换 , 即 分 式 线性 函数 ). 
完全 相同 , 二 阶 线性 齐 次 方程 在 (x, у) 平面 上 给 出 局 部 射影 


平面 构造 。 
注 2 。 抬 一 个 局 部 射影 构造 变 为 另 一 个 的 微分 周 胚 称 为 局 
部 射影 流 形 的 等 价 关系 


ви 。 列举 出 a) 直线 上 ,b) 回 周 上 的 所 有 互 不 等 价 的 局 部 射影 流 形 
ма. 

提示 直线 上 所 有 的 局 部 射影 构造 都 是 由 将 它 映 在 射影 直线 〈 即 回 ) 
Е, В 导数 不 为 0 的 肌 射 给 出 的 $ 加 上 之 点 在 此 映射 下 床 像 的 个 数 是 此 构造 
的 一 个 不 变量 。 

射影 直线 上 的 双 叶 覆盖 在 加 上 给 出 一 个 与 射影 直线 构造 不 等 价 的 局 部 
射影 流 形 构造, 俱 是 并 非 男 上 的 所 有 局 部 射影 构 秸 都 是 由 射影 直线 构造 诱导 
出 来 的 .加 上 的 局 部 射影 构 选 的 分 类 与 ніп 方程 (具有 周期 系数 的 二 阶 线性 
方程 ) 的 分 类 有 关 . 其 至 常 系数 方程 也 能 给 出 不 是 由 射影 直线 请 导出 的 构造 . 


В 二 阶 方程 的 二 次 部 分 在 已 知 解 附近 的 标准 形式 
现在 我 们 讨论 一 个 任意 二 阶 非 线性 方程 


0) 即 有 直线 = 二 ta ПЖ (хо у) 平面 上 的 请 分 局 是 存在 :将 散 的 图 象 变 
为 直线 . 


. 43. 


#140 — Ф (=, 2). (0. 


ПЕНА (+, у) 平面 上 给 出 的 两 参数 曲线 族 的 
有 几何。 我 们 特别 感 兴趣 的 是 构 形 定理 在 这 族 曲线 中 是 否 成 立 ， 以 
及 甬 否 用 平面 上 适当 的 微分 同 豚 将 它 拉 直 ( 即 化 为 直线 族 )， 我 们 
将 看 到 这 并 不 一 定 可 能 ， 并 且 将 给 出 度量 “无 穷 小 非 Desargues 
性 ” 即 破 坏 构 形 定理 ) 的 不 变 式 。 

定理 一切 (1) 形 的 二 阶 微分 方程 在 每 个 线 元 x,y, Р) 
附近 都 可 以 用 自 变 量 与 未 知 函 数值 的 平面 上 的 局 部 微分 同 唉 在 元 
Ж (一 0 一 0; 乡 一 0) 附近 化 为 


Са А+ ООУР 1Р0), рее 2, 
41. 消除 线性 项 . 
所 给 的 线 元 确定 唯一 解 ， 不 妨 以 其 图 像 为 < 轴 ， 在 此 解 附 近 


将 此 方程 线性 化 。 由 $6 A дав, 所 得 线性 方程 可 以 通过 适 
занижения (нию 22. 一 0) 在 这 个 坐标 系 中 ， 上 


述 方程 的 右 方 甸 连同 其 对 y, 上 的 一 阶 导数 均 在 y = 0, ?一 0 时 
为 0。 因 此 ,在 此 坐标 系 中 对 y,P 的 Taylor 级 数 将 从 不 低 于 


тан, 
= аку + воду + сд + ОЦуР + 120). 
ЕЕЕ 
考虑 下 式 给 出 的 (*, у) ЗРНО АВНА Е 
а F(X,Y), у=, 
《 它 把 坐标 为 (=， у) 的 点 变 为 举 标 为 (X,Y) 的 点 )。 
зва 。 上 述 变换 将 方程 


= Фбя,у. Р), вы 90 


ПЕНА, НФ АЯ, ДИЕ $ 6 ПА ТЕШУ 
ЗН НЕА. 
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变 为 
: ФУ — ФС, у, в), p= Ў, 
ах ах 
其 中 

ФС.) обв, у, РА) + 20:3 р, 
А ВО РВу, ^^ 表示 对 X 的 偏 导数 ，F 的 导数 的 变 元 是 X 与 
у. 


Ф у 一 x(x) 是 原 方程 之 解 ，Y 一 U(X) 是 其 象 。 则 


р= 20. i (Е рву), 9% -Р, 
dX ЧЕ 4: | rxway A 
于 是 
SU а Чи, 
ах dX бх вии» 
Рү #0 
+206 ВУ РыР + ву 60), 
其 次 
2 ба = би) 
ах ах | мх.» дл? 上 
= о (Ох, 900), 000), К) А. 
于 是 
2 5 一 (2 о, Pa 
\ А а 005 С) 


十 Ёр" 十 2Вув + Вр), 


由 此 即 得 上 述 公 式 ， р 
由 所 得 的 公式 直接 可 以 得 出 
推论 1 ” 令 一 0， 这 时 名 是 对 P 不 超过 三 次 的 多 项 式 . 
推论 2 。” 设 @ 是 对 ”不 超过 三 次 的 多 项 式 , ДФ 也 是 对 PP 
不 超过 三 次 的 多 项 式 。 
Ж 对 于 ”次 数 ” 之 4 的 多 项 式 在 变换 ФФ 下 就 已 不 再 


С 


变 为 P 的 多 项 式 。 ЖЕ, Ша > 3 时 ，A'(P/A)* 就 不 是 P 的 多 
项 式 ， 

推论 3 二 阶 微分 方程 《1 在 其 每 个 解 的 图 象 上 给 出 局 部 
射影 直线 构造 ,而 在 其 法 从 上 则 给 出 局 部 射影 平面 构造。 

A 考虑 河 此 解 的 变 分 方程 。 这 是 一 个 二 阶 齐 次 线性 方程 。 因 
此 在 自 变量 与 未 知 函 数值 的 平面 上 有 了 局 部 射影 平面 构造 ， 而 在 
原 求 的 解 上 有 局 部 射影 直线 构造 ( 见 р 6 А. 


панне авола 6 = Ф, Ф ФФ, 


是 按 y 与? ЕХ, 

现在 沽 虑 所 给 的 解 在 平面 上 的 法 从 ， 于 流 形 在 其 某 点 上 的 法 
空间 即 原 流 形 在 访 点 的 切 空间 对 于 流 形 在 该 点 关于 自身 的 切 空间 
的 商 空间 。 子 流 形 的 法 从 即 在 各 点 的 法 空间 的 并 《连同 它 到 子 流 
形 上 的 自然 的 射影 )。 

变 分 方程 的 解 可 以 认为 是 在 原 方程 的 所 考虑 的 解 的 围 象 的 法 
从 中 取 值 . 

事实 上 , 变 分 方程 是 用 这 样 的 坐标 系 (х, у) ЖЕ, = 
是 原来 解 的 图 象 。 变 分 方程 解 在 一 点 的 值 即 对 包含 平面 在 轴 上 
该 点 的 ” 轴 方 向 切 向 量 ， 它 在 * 轴 上 该 点 的 法 空间 中 的 投影 给 出 
了 法 从 中 的 一 个 向 量 。 于 是 变 分 方程 的 解 在 法 从 中 定义 一 条 曲 
线 。 可 证 明 沪 条 曲线 与 四 以 构造 它 的 坐标 系 无 关 ， 正 是 在 这 个 总 
义 下 我 们 说 变 分 方程 可 以 看 作 是 法 从 中 的 方程 

这 个 论断 很 容易 由 以 上 引 理 得 册 。 

用 该 引 理 的 记号 ,上 述 论断 表明 ,车 РОХ, 0) = Х, ПФ, 是 
ФЖ у, РИ Taylor 展开 式 中 的 线性 项 ， 则 (Х,У, Р) 一 
@(X，Y，P)， 此 式 很 容易 由 引 理 中 的 公式 得 出 

于 是 , 变 分 方程 给 出 的 局 部 射影 平面 构造 是 在 法 从 上 的 多 

з. 未 知 通 数 的 变换 , 

эра (=, У) 平面 的 由 у 一 G(X,Z),* 一 X 给 出 的 微分 同 
НЕБЕ (=, у) ПЕН (СХ, 2) А, 


- 45° 


引 玫 在 上 述 变换 下 ,方程 


2 _-“ 

a Ф(я,у,Р), р РУ 

变 为 22 
一 全 PX,Z, „По ег“ 
Р PX, 2, п) ах’ 


ФОХ, 2, п) = 1 [9(Х, G(X, 2), 
Gz 


С + 162) — С" — 216; 1р6]: 
"Ех НИНЕ, G 及 其 导数 的 变 元 均 为 X 和 2. 
Фу = v(x) 是 原 方程 之 解 , 其 象 为 Z 一 了 (X)。 于 是 
dy а уи 
至 一 9 二 PrGz 
这 里 和 以 下 G 及 其 导数 中 的 变 元 均 为 X 与 V(X) 又 
6. а 26,7 + бау? + Сар" 
— Ф(Х,6,6 + пс), 
ЊН У” ВИЗАЖ, № 
由 此 引 理 立即 可 得 
推论 1 令 @ 一 0, 则 甸 是 五 的 不 高 于 2 次 的 多 项 式 ， 
推论 2 令 外 为 P 的 4 之 2 次 多 项 式 , ИФЕПИЖАЕ 
7 次 多 项 式 ， 
4 三 次 项 的 计算 
现在 考虑 平面 上 由 下 式 给 出 的 局 部 微分 后 厦 ， 
а= Р(Х,2) = Х+ КХ)Е + O12), 
ут С(Х,2) = 2 + EC(X)Z + 0([21). 
ЭНН ”上 述 变 换 将 方程 


Фу dy 
£7 = ур). ре “^, ф= о0о БЕЯ 
зд т (5,2), Р д’? ЕГА?) 
Е 22 ЧЕ 
2 а р(х, 2, п), п “=, 
ахі 7 А ах 


= 47 。， 


其 中 


#(Х,2,П) 一 $(Х, 2,1) + (Хх, 2, 1) 
+ OUZl + 109), 
О = а? 十 BZT + ҮР, 
а= — 2", В АРНЕ, у= —28+ 2р. 

БЕДЕН Х, 

«РЕЖ О А НО ЗДН ЧЕ, № 
所 得 公式 的 有 方 展 为 《Z ,五 ) 的 级 数 并 只 保留 平方 项 , 即 得 作为 
多 的 二 次 顶 的 补 这 之 马 的 表达 式 ， 隐 

э не 

记 原 来 右 方 多 的 二 次 项 为 

ф, == Ау + Вур Ср, 
变换 后 的 方程 右 方 的 二 次 项 将 是 
Ф (А — sIFR+(B— 4 tf ZI + (© — 28 + 2 Nr 

《4, B,C,f,，g 及 其 导数 的 变 元 均 为 X。 沿 着 所 考虑 的 解 ，X 即 
为 z)。 直 接 可 以 得 到 

引 理 Шо. 9, 时 ;下 面 的 量 不 变 : 

7 一 64 一 2B8' + С”, 

选取 任意 函数 了 Е 可 以 使 4, B,C 等 三 个 系数 中 有 二 为 0 
(但 了 保持 不 变 )。 特 别 是 取 适 当 的 和 & 使 48' 一 f=B, 28 一 
2f 一 C， 即 得 ,一 А0, А= 116, ЖЕЕ, р 


С. 无 穷 小 韭 Desargue 性 质 
使 二 阶 微分 方程 在 其 解 之 图 象 附近 化 为 
5 = аду + ОСУ 12Р), Р = 
药 坐 标 系 并 非 唯一 的 ， 现 在 我 们 研究 。 阻 碍 将 解 族 拉 直 而 且 度量 
在 茶点 基 方 向 的 无 穷 小 非 Desargue 性 的 4(*)， 在 多 大 程度 上 


是 不 变 的 ( 则 不 依赖 于 化 你 准 形 的 方法 )。 
Е 沿 着 堆 解 的 图 象 ,5/2 阶 微 分 形式 


45 = 


о = Ах) 4х? 
路 最 多 相差 一 个 常数 因子 外 是 不 变 的 。 
换言之 , 设 (Х,У) 是 另 一 坐标 系 ， 使 方程 在 其 下 仍 为 标准 
Ж.Н у 一 0 相应 于 Y = 0, 系数 (к) 变 成 XCX), 则 


|452 
А(Х) = СА(х)! Гах ° 


其 中 C 与 无关， 

我 们 将 称 为 沼 认 给 解 的 非 Desargue В, 
Фу 一 0 不 变 的 最 一 般 的 微分 同 耳 将 把 点 (x,y) 变 为 

Хх Һа) + У) Tt, У = ура) + уве) + 
在 * 点 以 5 为 ”方向 分 量 的 法 从 中 的 向 量 将 变 为 在 f(x) 点 以 
8 人 xz 半 为 ?分 量 的 向 量 。 

法 从 的 射影 构造 是 不 变 地 确定 的 ( 见 $6 B)， 因 此 若 申 微分 
ЕЖ (х, у)» (Х,У) 作出 的 变换 (*, $) --> (Се), (к) 8) 
将 标准 形 的 方程 化 为 另 一 个 有 标准 形 的 方程 , 它 必定 是 射影 变换 . 
因此 可 得 


с 
а’ 800) рта 


每 一 个 使 ?一 0 хаанаа 7535 

可 表 为 一 个 特殊 的 微分 同 胚 
X— hx), Y = yg(x) 

以 及 一 个 逐 点 保持 法 向 纤维 的 微分 同 胚 

(Х,У) (Х + УСО 十 了 十 (于 
之 积 。 

后 询 一 个 微分 同 昧 又 可 表 为 $6 В 中 考 虚 过 的 自 变量 或 因 变 
量 的 变换 之 职 。 记 以 外 方程 右 方 对 ?了 与 ?为 二 次 的 各 项 所 成 的 不 
ГОЯ 56. ВМ 5) 在 此 微分 同 是 下 不 变 . 

现在 研究 在 特殊 的 射影 变换 下 了 的 性 态 . 


直线 上 的 所 有 射影 变换 均 可 表 为 平移 ， 伸 缩 与 变换 а> 1 
之 积 。 


ба) 一 =+5 


. 9. 


了 在 平移 下 是 不 变 的 ,在 * ?的 伸缩 之 下 只 被 蔷 上 一 个 常 
数 ， 所 以 只 需 考查 它 在 变换 * 1, y 一 革 下 的 性 起 


计算 导数 一 25 = а: ， 即 有 Р = у — ра, 


=- х (6 0), 


27 уза (1 (У. :Ph 
x4 (1) (у) rodrt rtp), 
ВД ү: ЖЕ Хх), > 


р. 标量 不 变量 的 构造 

由 以 上 定义 的 微分 形式 w 可 以 得 到 一 些 不 变 地 联系 于 方程 的 
标量 不 变量 

首先 要 注意 ， 对 一 维 流 形 上 每 个 任意 次 的 微分 形式 都 可 以 不 
变 地 作出 一 个 向 量 场 ， 在 每 一 点 上 此 形式 在 场 中 向 量 上 之 值 均 为 
1. 

ш, Б (х) (ак) 不 变 地 相 联 系 的 向 最 场 是 


ок) -其 中 v(x) 一 he) 
Bx 


定理 设 vx) 如 是 直线 上 的 向 量 场 。 以 下 的 标量 函数 
лы 


l= 2070 0", hm 2 0, 1 vhs, 
其 中 “” 表 示 对 x 求 导 。 
容易 直接 计算 检验 1, 的 不 变性 ,因为 只 需 考 出 变换 + 一 
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数 与 函数 及 场 的 联系 不 在 仅 射影 变换 下 ， 而 且 对 直线 的 一 切 微分 
辐 胚 ,都 是 不 变 的 .所 以 由 1 的 不 变性 可 得 一 切 1, 的 不 变性 。 > 


. 50. 


注 1 不 变量 六 还 可 以 用 下 法 作出 直线 的 射影 群 的 Lie 


Ня, м. НР. 所 以 直线 上 的 任 一 向 量 场 在 
23 24 x 


每 一 点 均 可 用 射影 向 量 场 ( 即 射影 群 的 Lie 代数 中 的 向 量 场 ) 吏 近 
到 二 阶 为 目 。 

在 射影 变换 下 ， 在 某 一 点 赵 近 一 个 场 的 射影 场 变 为 在 象 点 让 
近 新 闻 量 场 的 射影 场 。 直 线 上 的 射影 变换 对 射影 场所 成 的 三 维 空 
闻 的 作用 就 是 射影 群 对 其 Lie 代数 的 伴随 作用 。 但 是 这 作用 可 以 
保持 代数 上 的 二 次 形 不 变 。 事 实 上 ， 若 用 二 阶 矩 阵 来 表示 射影 变 
换 , 用 相应 的 单 参 数 群 的 生成 算 子 之 矩阵 来 表示 射影 场 , 则 变换 2 
对 场 。 的 作用 可 用 矩阵 之 积 ров" 来 表示 。 但 是 由 于 det gvg 一 
det vy， 所 以 逢 阵 ”的 行列 式 是 射影 场 的 Lie 代数 上 的 二 次 形 且 关 
于 伴随 表示 不 变 ， 所 以 就 射影 场 来 计算 的 此 行列 式 ， 这 个 射影 场 
让 近 已 给 的 场 ， 是 一 个 与 所 给 的 场 相 关 的 标量 且 在 射影 变换 下 不 

逼近 已 给 场 的 射影 场 , 在 上 述 Lie 代数 基底 下 , 分量 为 (2v， 
07,0712). НН Д 


и") 
(wp ив 
其 行列 式 除 相 差 一 个 不 重要 的 因子 以 外 即 为 Pa 
注 2 显然， 所 有 仿 ”及 其 导数 的 函数 〈 多 项 式 ， 级 数 等 
等 ), 只 要 是 关于 射影 变换 不 变 地 联系 于 场 " 的， 均 可 用 上 面 作出 
的 不 变量 І, ЖЖ. 
注 3 ”射影 直线 上 函数 的 射影 不 变量 都 可 以 用 下 法 作出 : 


1) 相应 的 射影 变换 的 单 参 数 群 在 仿 射 坐标 下 形 如 резня 十 z gx 一 ex р'я 


. 了 _ 1 2\ ехр( [22 0 
122; › ИБН ТЫС ЊА 8 Е (1 1) (0 вхр(—1/2) ) 


то 
(7, о) ав. эшеже (о 1) | И, су 
2 


对 函数 先 作 微 分 ( 它 是 1- 形式 )， 对 此 形式 作出 其 场 , 而 对 其 场 则 
ЕАР 1, ВУЗЫ, ЗК f 在 自 变 显 的 射影 变换 下 最 简单 的 
不 变量 是 
Ыл = атут 

它 与 Schwartz 导数 在 分 母 上 多 一 个 因子 7, 后 省 对 函数 值 的 射 
影 变换 不 变 。 

注 4 。 着 将 向 量 场 乘 以 )。 则 以 上 作出 的 不 变量 75, 1,… 
И УЯ а 
пж, рц, 一 /及 


相应 于 由 2 Я о ЕАК о КЕ Ј, РЕ ЕВ 


的 标量 函数 , 它 与 坐标 的 选择 无 关 , 而 只 依赖 于 原来 的 二 阶 微分 方 
я. 


下 ”关于 导数 为 三 次 的 方程 
上 面 作 的 非 Desargue 性 形式 wm 沿 任意 解 为 90， 它 是 方程 可 
以 化 直 ( 即 化 为 -人 2- — 0) 的 必要 条 件 ,但 是 我 们 就 会 看 到 ， 这 并 
非 充分 的 。 
定理 1 。 设 微分 方程 
Фу dy 


да Sx yp) (6-2 


可 用 平面 上 的 微分 同 跃 化 为 я. 一 0。 ХНОоДХЯРЖИНЫ 


三 次 的 多 项 式 。 
换言之 ,平面 上 任意 直线 族 的 微分 方程 ,不 论 用 什么 曲线 举 标 
来 号 , 右 方 均 为 一 阶 导 数 的 不 超过 三 次 的 多 项 式 ， 
定理 1 可 由 下 面 的 令 人 惊奇 的 事实 得 出 : 
定理 2 。 设 微分 方程 
ду 
ах 


= Ф(х. У, Р) 


252. 


的 右 方 是 靖 的 不 超过 三 次 的 多 项 式 。 在 平面 上 的 任意 微分 同 坚 
下 , 它 仍 变 为 同样 形状 的 微分 方程 , 即 其 右 方 是 一 阶 导数 的 不 超过 
三 次 的 多 项 式 。 
4 定理 2 可 由 $6 В 中 关于 自 变 量 与 未 知 函数 变换 对 方 
程 右 方 作 用 的 引 理 得 出 ( 见 $ 6B 引 理 )， 因 为 平面 上 任意 局 部 微 
分 间 有 古 均 可 由 依次 作 这 种 变换 而 得 。> 
对 由 定理 2 以 及 0 是 二 的 不 超过 3 次 的 多 项 式 得 出 、 > 
”问题 ”对 方程 
Га 一 gog — цу + Бу — в 


Сау Б 都 是 з. У БАВОНЕВЕНА (туу)н+Суь =). 
а= ыра а 
= ты А+ аз в, 


注 Е, о о 290 是 独立 的 ， 所 以 条 


ол 0 对 方程 可 以 化 为 20 一 0 ЗЫРЯН. 


=, 9 =0} 这 两 个 条 件 在 一 起 对 方程 可 以 化 为 -人 -一 
ар РУ 


0 是 充分 的 。 这 一 点 可 由 5$6 B 中 的 公式 ( 稍 经 计算 ) 得 到 。 

а 证 明 任 一 微分 方程 局 部 地 《〈 即 在 点 > 一 0 Уу = о 附近) 化 

ау 
7 


С: 
为 = Рз ээ РЗ. 


Е. 三 维 空间 中 一 对 方向 场 的 几何 学 


考虑 三 维 空间 中 一 对 方向 场 。 在 通 有 情况 下 ,其 局 部 分 类 (可 
相差 空间 的 微分 同 跃 ) 等 价 于 二 阶 微分 方程 的 局 部 分 类 (可 相差 自 
变量 -未 知 函 数 平面 的 微分 同 胚 ;局 部 是 指 在 一 指定 点 与 指定 方向 
的 附近 )。 

首先 对 三 维 空间 这 一 对 方向 场 作 平面 上 一 个 双 参 数 曲 线 族 。 

为 此 , 先 用 空间 的 局 部 微分 同 有 是 把 第 一 个 场 拉 直 , 即 把 它 的 积 

2 


分 曲线 化 为 铝 直 的 平行 直线 族 ， 然 后 再 沿 着 这 族 铅 直 直线 把 第 二 


个 场 的 积分 曲线 投影 到 水 平平 面 上 ， 在 水 平平 面 《 即 空间 对 第 
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到 一 个 双 参 数 曲 线 族 。 


现在 对 这 个 双 参 数 曲 线 族 作 二 阶 微分 方程 使 这 些 曲 线 成 为 其 


解 的 图 象 ， 


为 此 首先 要 看 到 对 通 有 的 平面 上 局 部 双 参 数 曲 线 族 ， 在 平面 
上 族 中 曲线 的 每 个 线 元 ( 即 一 点 及 其 切线 方向 ) 附 近 ， 通 过 每 一 点 


以 及 每 一 方向 均 有 族 中 唯一 曲线 ( 
为 0). 
车 一 个 曲线 族 是 上 述 的 通 有 


为 此 需要 其 个 Jacobi 行列 式 不 


Наа, (х. у) 是 平面 上 的 化 


о +,y, 4 的 ) 


dx 


光滑 函数 。 这 样 我 们 得 到 一 个 二 阶 比分 方程 ，22 Ф (zy， 


亿 )， 由 唑 一 第 理 , 它 的 解 的 图 


а. 


象 就 是 族 中 的 曲线 。 


这 样 ,我 们 就 在 某 种 非 晓 化 条 件 下 , 即 要 求 相应 的 Jacobi 行 


列 式 不 为 0 ,对 于 三 维 空间 中 的 一 对 


28, 


方向 场 ,作出 了 一 个 二 阶 微分 


定义 ”三 维 空间 中 的 方向 场 К иена, 


如果 场 中 的 方向 处 处 均 非 铅 直 , 而 


中 方向 的 水 平分 量 以 非 0 速度 旋转 。 


且 当 一 点 沿 铅 直 直线 运动 时 , 场 


三 维 空间 中 的 一 对 方向 场 称 为 非 晓 化 的 ， 如 果 在 用 微分 同 胚 


使 第 一 个 方向 场 拉 直 后 ,第 二 个 方 


向 场 关于 它 是 非 赔 化 的 . 


注 不 难看 到 ， 这 个 定义 是 合理 的 :车 在 第 一 个 方向 场 经 
某 个 微分 同 胚 拉 直 后 ,第 二 个 方向 场 关于 它 是 非 赔 化 的 , 则 在 用 任 
意 微 分 间 胚 将 第 一 个 方向 场 拉 直 后 ,情况 仍然 如 此 、 不 难 验 证 ,在 
互 换 两 个 方向 场 后 ,一 对 方向 场 的 非 蜡 化 性 仍然 保持 (就 是 说 ,， 拉 


直 哪 一 个 方向 场 都 一 样 )。 


以 上 我 们 对 三 维 空间 中 一 对 非 虞 化 的 局 部 方向 场 作出 了 一 个 
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不 等 于 0 ,这 里 《w, и) 是 曲线 族 的 参数 。 现 在 要 证 明 , 这 种 对 应 
性 建立 了 № 中 一 对 方向 场 的 局 部 分 类 和 二 阶 微分 方程 的 局 部 分 
类 的 完全 等 价 性 。 

定理 。 每 一 个 二 阶 微分 方程 都 可 用 上 述 作法 由 三 维 空间 中 
一 对 适当 的 非 晓 化 方向 场 得 出 . 
著 两 对 方向 场 可 以 用 空间 的 微分 同 胚 互 变 ， 则 相应 的 微分 方 
向 也 可 用 平面 上 的 短 分 则 有 友 互 变 。 反 之 ， 若 两 个 二 阶 短 分 方程 可 
以 用 平面 的 微分 同 胚 互 变 ， 风 相应 的 两 对 方向 场 也 可 用 空间 的 第 
Нин, 
这 样 可 以 由 方程 唯一 地 作出 一 对 方向 场 〈 在 相差 空间 的 一 个 
АЖЖ УТ). 


а (ау, 4%), 在 毕 标 为 (x,y, Р) 


的 三 维 一 阶 闻 空间 中 考虑 方向 的 «анэ 直线 族 (x 一 const， 
у= const) 与 等 价 于 原 方程 的 方程 组 4 р, 2 = Ф 的 积 


分 曲线 族 。 

沿 铝 直 方向 投影 即 得 不 方程 解 的 图 象 族 。 因 此 对 每 个 方程 作 
一 对 方向 场 ,而 原 方程 即 可 虫 此 得 出 。 

久之， 水 平平 面 的 微分 间 胚 也 对 平面 曲线 的 线 元 (见方 向 ) 有 
作用 。 因 此 把 一 个 方程 变 为 男 一 个 的 微分 疗 胚 ， 决 定 了 三 维 空间 
中 的 一 个 微分 同 豚 , 抬 第 一 对 方向 场 变 为 另 一 对 (对 第 一 个 空间 中 
的 一 点 相应 有 平面 上 一 条 曲线 的 线 元 ; 微分 同 胚 将 此 线 元 变 到 新 
的 位 置 ， 这 样 得 到 的 线 元 就 是 第 二 对 的 第 二 个 方向 场 在 第 二 个 空 
闻 中 的 唯一 点 上 的 方向 之 投影 , 即 以 此 点 对 应 于 原来 的 点 )， 

由 所 证 的 定理 得 知 ， 上 述 所 有 有 关 二 阶 微分 方程 的 解 族 的 几 
何 结果 ， 都 可 用 三 维 空间 中 一 对 非 暗 化 方向 场 的 几何 语言 来 陈述 
〈 如 果 愿 意 , 可 用 (含有 两 个 一 阶 隐 式 方程 的 ) 方 程 组 最 简单 情况 下 
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的 几何 语言 来 陈述 ,这 时 ,导数 为 坐标 的 二 值 函数 时 是 这 样 )。 

还 要 注意 ， 非 暗 化 的 方向 场 对 在 三 维 空间 中 给 出 一 个 接触 构 
造 ( 这 是 完全 不 可 积 的 平面 场 ,这 些 平 面 由 所 给 方向 场 张 成 ， 详 出 
第 二 章 )。 所 给 场 的 积 色 曲线 在 这 个 构造 的 意义 下 组 成 Legendre 
从 2、 所 以 我 们 也 能 将 前 述 的 结果 重 述 为 关于 了 中 一 对 Legendre 
从 的 几何 学 的 结果 ， 


С. БЕ 


以 上 我 们 对 三 维 空间 中 的 每 一 个 非 赔 化 的 方向 场 对 作出 了 一 
个 二 阶 微分 方程 ,其 间 , 拉 直 了 一 个 场 并 将 第 二 个 场 的 积分 曲线 作 
了 投影 。 然 而 也 可 以 反 过 来 作 : 拉 直 第 二 个 场 并 将 第 一 个 场 的 积 
分 曲线 投影 。 结 果 , 一 般 而 言 会 得 出 另 一 个 二 阶 方程 ， 

这 样 每 一 个 二 阶 微分 方程 都 有 对 偶 的 方程 

用 三 维 空间 中 的 方向 场 对 的 语言 米 说 ， 化 为 对 偶 方程 即将 一 
对 方向 场 互相 掉 换 位 置 .对偶 方 程 的 另 一 种 描述 法 如 下 : 设 убх) 
的 二 阶 方程 含有 两 个 参数 的 解 族 为 F(x,y; #, 0) 一 0、 现 以 >， 
了 为 参数 ,而 и, 为 变 盟 .于 是 上 式 定义 了 函数 v(w) 含 两 个 参 
数 的 族 . 它 是 一 个 二 阶 微分 方程 的 解 族 ; 这 个 方程 对 偶 于 了 方程 

向 题 。” 证 表 二 阶 方程 的 提 Desargue 性 形式 中 (0. 568) 0100,4 
且 仅 当 对 侦 方 程 的 右 方 是 一 阶 导数 的 不 高 于 三 次 的 多 项 式 。 

这 样 ,二 阶 方程 可 以 拉 直 的 条 件 可 陈述 为 


程 2 = у СЕДЕ 
20 —о(х,>, 2) че 05 一 0 мм 


н. 综述 


И ЛИ Л РН, 
1，Lie 的 一 个 学 生 A. Tresse 在 其 学 位 论文 “Determination 


Т) 接触 构造 的 .egendre 于 流 形 从 即 维 数 霹 大 的 积分 子 流 形 。Legendre ДІ 
具有 Legendre 纤维 的 从 ， 
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деѕ invaviants punctuel de Dequation differentielle ordinaire de 
second огаге” Гефрив, 1896 (ХМ, А. Tresse {1]) 中 作出 了 方 
程 的 所 有 半 不 变量 ,” 

所 亩 * 阶 半 不 变 最 的 定义 就 是 一 个 函数 在 《x,，y,p) 点 之 值 ， 
此 函数 依赖 于 方程 右 方 及 不 高 于 下 阶 的 导数 ， 若 某 个 方程 的 入 阶 
半 不 变量 在 此 线 元 素 的 三 维 空 间 的 一 点 为 0 ， 则 对 经 过 平面 的 微 
分 同 耳 变 出 的 方程 , 它 在 变换 后 的 线 元 察 上 也 为 0， 

事实 表明 ， 恰 好 有 两 个 函数 独立 的 四 阶 半 不 变量 ,其 一 是 


2 , 另 一 个 是 由 无 穷 小 非 Desargve 性 形式 作出 的 标量 不 变 时 


ь (56. 对 于 标准 形 方程 42- 一 人?+OCIy|5 二 1219， 
有 
1, == 207 0", 0 А70; 
因此 544” 一 64" 是 半 不 变量 . 
Tresse 还 找到 三 个 5 阶 半 不 变量 ,而 对 А>5, 还 有 


和 一 和 一 上 个 4 阶 半 不 变量 ;所 有 其 余 的 半 不 变量 都 是 它们 的 函 


数 。Tresse 也 证 明了 所 有 的 半 不 变量 都 可 以 “从 三 个 最 简单 的 出 
发 "用 微分 作出 . 

2， 二 阶 微分 方程 的 几何 学 这 个 问题 也 引导 Е. Cantan 到 射 
影 连 络 流 形 的 理论 ( 见 E，Cantan [1]). 

流 形 上 的 射影 过 络 就 是 对 于 流 形 上 每 一 个 光滑 路 径 给 出 一 个 
射影 变换 。 将 路 径 起 点 处 的 切 空 间 映 人 终点 处 的 切 空 间 ， 而 且 光 
滑 地 依赖 于 路 径 ?。 特别 是 闭 小径 对 应 于 昆 点 处 的 切 空 他 的 射影 
变换 ， 而 绕 过 “无 穷 小 平行 四 边 形 ”* 相 应 于 "无穷 小 射影 变换 ”, 称 
为 连 络 的 曲率 形式 。 

如 果 当 绕 过 一 个 闭路 时 , 切 空 间 的 原点 仍 为 原点 , 则 此 射影 连 
络 称 为 无 扭 的 《torsion-free)。 ЖЕ ЈЫН НЕН, Санап 选 出 


1) ЖЕЛЕВ ВМ НОЕ. 
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了 标准 连 络 ， 在 二 维 情况 下 连 络 的 标准 性 即 指 ， 过 切 平面 原点 的 
任 一 直线 在 绕 过 一 个 闭路 后 仍 变 为 自身 。 
流 形 上 一 曲线 藻 其 切线 沿 此 曲线 位 移 后 仍 成 为 切线 ， 就 称 它 


为 此 连 络 的 曲率 线 。 


事实 表明 。 平 面 上 无 所 射影 连 络 的 曲率 线 是 某 二 阶 微分 方程 
解 的 图 象 ,此 方程 右 方 是 一 阶 导数 不 超过 三 次 的 多 项 式 。 反 之 , 若 
一 个 二 阶 微分 方程 是 上 述 不 超过 三 次 的 多 项 式 ， 则 必 存 在 一 个 标 


准 的 无 扭 射影 连 络 使 其 曲率 线 正 是 解 的 图 象 ， 

对 于 一 般 的 二 阶 方程 ,Cartan 也 作出 了 唯一 的 标准 无 扭 射影 
连 络 ， 但 二 维 平面 的 平移 现在 是 用 沿线 元 的 三 维 空 间 中 的 路 程 来 
定义 的 ( 详 见 上 引 Сапар №927), 

3. Tresse 的 理论 由 Bol [1] 翻译 为 空间 中 的 方向 场 对 的 语 


Е 


在 这 个 理论 中 ,轨道 空间 的 问题 明显 地 仍 未 解决 ,特别 地 , 在 


入 阶 节 空 间 的 通 有 点 的 附近 ， 需 要 多 少 参数 才能 刻 划 出 二 阶 方程 


的 不 阶 节 的 轨道 ( 即 平面 微分 同 有 
仍 未 解决 。 


. 58. 


还 群 对 方程 的 区 阶 节 作用 之 轨道 ) 


第 二 章 一 阶 偏 微 分 方程 


我 们 对 偏 微分 方程 的 研究 要 比 对 常 微 分 方程 的 研究 落后 得 
多 。 这 个 理论 的 一 部 分 一 一 一 阶 偏 微分 方程 理论 ， 将 偏 微分 方程 
化 为 研究 一 种 特殊 的 常 微 分 方程 组 即 等 征 方程 组 。 二 者 之 间 的 这 
一 联系 的 本 质 就 是 ， 由 互 不 作用 的 粒子 组 成 的 连续 介质 距 可 以 用 
场 的 偏 微 分 方程 来 描述 ,又 可 用 粒子 的 常 微分 方程 来 描述 。 

我 们 将 在 本 章 中 讨论 这 一 理论 (数学 上 化 为 所 谓 接触 构造 的 
几何 学 ), 我 们 也 将 考虑 超 平面 场 的 可 积 福 问 题 (Frobenius 定 理 )。 


$7.， 一 阶 线性 与 拟 线 性 偏 微分 方程 


一 阶 偏 微分 方程 的 求 积 可 以 化 为 求 积 一 个 常 微分 方程 组 一 一 
所 谓 特征 方程 组 。 这 种 化 法 的 基础 是 一 个 简单 的 几何 想法 ， 即 曲 
面 可 以 由 曲线 族 组 成 。 我 们 就 从 这 些 几 何 思想 开始 再 把 它们 应 用 


ВИН Е. 


А. 方向 场 的 积分 曲面 
令 民 为 一 光滑 流 形 ;7 为 入 上 的 方 


定义 ”光滑 子 波形 YCX 称 为 场 的 积分 由 


向 场 。 


一 点 的 切 平 面 都 包含 场 了 的 方向 (图 39)。 
定理 。 子 流 形 YCX 是 场 V 的 积分 曲面 当 且 仅 当 此 曲面 在 


其 每 一 点 都 包含 一 小 眉 过 该 点 的 积分 由 


所 定理 的 论断 都 是 局 部 的 ， 而 且 在 微分 间 
们 只 需 对 线性 空间 中 的 平行 方向 这 个 标准 的 方 


на. 


面 ， 如 果 Y 在 每 


还 下 不 变 。 所 以 我 
向 场 证 明 即 可 。 但 


这 时 定理 的 论断 是 显然 的 ( 它 化 为 这 样 的 事实 ,给 定 在 一 个 区 间 上 
的 通 数 , 当 且 仅 当 其 导数 恒 为 0 时 , 才 为 常数 ,图 40)。P 


. 5. 


设 T 为 # 维 流 形 X 的 《 维 子 流 形 ( 国 4 和 1)。 若 一 a 一 1, 则 
Tr 称 为 超 曲面 。 


< 


яз а 40 图 41 

定义 方向 场 了 的 以 为 初始 流 形 的 Cauchy 问题 ， 是 求 
场 了 的 4 十 1 维 积分 于 流 形 ,使 之 包含， 

注意 ， 经 过 T 上 各 点 的 积分 电线 在 附近 并 不 总 能 组 成 于 济 
形 , 其 至 局 部 地 也 不 行 (图 42)。 

定义 。 初始 济 形 上 的 点 称 为 汤 了 的 特征 点 ， 如 果 场 了 在 此 


点 的 方向 切 于 初始 流 形 。 
定理 设 在 浆 维 初始 流 形 上 有 对 
29 вулно. знатан 

РАИСА 
ве 个 邻 域 ， 这 个 积分 曲面 在 下 述 意义 下 是 
唯一 的 ， 即 任意 两 个 包 合 该 点 在 初始 六 形 上 一 个 人 起 的 积分 曲面 

必 在 该 点 的 茶 邻 起 中 重合 。 

ЧИНЕ Н НИЕ. МАНА 

空间 中 的 平行 场 来 证 明 它 即 可 。 这 时 论断 是 明显 的 (为 什么 ?), 有 


в 一 阶 齐 次 线性 方程 
жх туната 
Би = 0, (1) 
4 是 流 形 M 上 的 已 给 向 量 场 。 
设 场 。 在 坐标 (x,，.……, к.) 下 的 分 量 是 (qa, 5-0, а); 每 
个 分 量 都 是 坐标 的 函数 。 这 时 方程 (1) 可 以 写 为 


- м. 


Bu 2 
“Эх, Bx 02) 


定义 «Васи, ИНН 
ЗЕНА. ЭВ 4 一 26) 称 为 偏向 分 方程 (1) 的 特征 方程， 

定理 。 函数“ 是 一 阶 齐 次 线性 方程 (1 的 解 当 且 仅 当 它 是 
将 钙 方程 的 初 积分 ， 

4 这 就 是 初 积分 的 定义 ，》> 

定义 УЖО) 的 Cauchy 问题 即 求 其 一 解 4、 使 之 适合 
Жир, ТЕ М-Н, ПФ БУНИН 
的 函数 。 

超 曲面 7 称 为 初始 经 曲面 ,函数 9 称 为 初始 条 件 。 

要 注意 ,这 个 问题 并 不 一 定 有 解 。 事 实 上 , 沼 着 每 个 特征 曲线 
解 : 取 常 值 ， 但 特征 莫 线 可 以 与 y 相交 好 几 次 。 如 果 所 给 的 函数 
9 在 这 些 点 处 取 不 同 值 , 则 相应 的 Cauchy 问题 在 任意 的 包含 此 特 
征 曲线 的 区 域 中 均 无 解 (图 43)。 

定义 。 初始 曲面 7 上 的 点 < 称 为 非 符 征 点 ， 如 果 过 此 点 的 
Навои Рот, 


2 А 


в" у 2, 
4 图 44 


定理 若 * 是 初始 起 曲面 上 的 非特 征 点 ， 则 它 有 一 邻 域 使 
方程 (1) 的 Cauchy 问题 在 其 中 有 解 ,而 且 解 为 唯一 的 。 
忆 由 关于 拉 直 一 个 向 量 场 的 定理 ,可 在 * 附 近 进 一 个 坐标 ,使 
场 4 的 分 量 为 (1, 0,…, 0) 而 7 的 方程 为 为 一 0 (图 44)。 
在 此 坐标 下 ，Cauchy 问题 成 为 
ёи 
Ox 


=0, | 一 ge (3) 


《在 一 个 凸 区 域 中 ) 唯 一 解 是 б, xz) 一 Фа”), (в, 
к,). № ' 

注 ”任意 常 微分 方程 的 解构 成 一 个 有 限 维 流 形 : 每 一 个 解 
者 可 由 选择 有 限 多 个 初始 条 件 来 给 出 。 在 含 一 个 = 元 未 知 函 数 的 
一 阶 齐 次 线性 偏 微 分 方程 情况 下 ,我们 看 到 “有 多 少 个 > 一 工 元 函 
数 ,就 有 多 少 个 解 ”。 

我 们 以 后 会 看 到 ， 对 于 一 般 的 一 阶 偏 微分 方程 也 有 类 似 的 现 
象 。 


С. 一 阶 非 齐 次 线性 方程 
定义 ”一 阶 非 齐 次 线性 方程 就 是 方程 
Ти bs {4) 
其 中 4。 是 流 形 M 上 的 已 给 的 方向 场 ，b 是 上 的 已 知 函 数 。 用 坐 
标的 写法 即 


Ou Ou 
ЕР 22 Б 5 
а эх, 4 д. > (5) 


Gr = ori я,), В = кс к), 

方程 (4) 的 Cauchy 问题 的 提 法 和 方程 (1) 一 样 。 

定理 在 初始 超 曲 面 7 的 任 一 个 非特 征 点 x 的 充分 小 邻 域 
内 ,方程 (4) 的 Cauchy 问题 有 解 , 且 是 唯一 的 ; 它 可 以 写 为 


и(е(х, ғ) = gl*) 十 ( bl(glx, rT))dr, 
g(x，#) 是 特征 方程 的 解 (在 初始 超 曲 面 上 有 初始 值 (2, 0) = х) 
在 时 刻 # 之 值 。 
4 将 场 = 拉 直 后 就 得 到 问题 
ди 


Эң $ ино == lx’), 


其 唯一 解 是 
wn 27) 一 9(z) + Bs, 2°)dE > 
换言之 ,方程 (4) 表明 ， 解 沿 特征 曲线 的 导数 是 已 知 沙 数 
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解 在 一 段 特征 曲线 上 的 增 量 恰好 是 函数 5 在 这 一 段 特征 曲线 上 的 


积分 (图 45). 
63 902,1) 
a 
у, 
2, 
А 45 
р. 一 阶 拟 线性 方程 
定义 ”一 和 阶 拟 线性 方程 即 方程 
Les В, (6 


这 里 e(s) = а(ж, w(x))， P(x) 一 Вж, w(x))，* 是 流 形 M 上 的 
点 ,* 是 流 形 M 上 的 函数 ,4 是 已 给 的 切 于 人 的 向 量 ， 它 还 依赖 于 
一 个 参数 we R, 而 w ХР, Б 则 是 M х В-Л(М, В) 上 
的 函数 。 

方程 (6) 可 以 用 坐标 写 为 


ак, «әд ++ о, и) 
Ox, 


ди 
Өх. 
它 和 线性 方程 的 区 别 只 是 在 于 系数 ак то ЖАШ. 

例 。 考虑 依 慑 性 而 在 直线 上 运动 从 而 每 个 粒子 速度 为 常数 的 粒子 所 
成 的 一 维 介质 ， 记 时 记 2 位 于 点 * 处 的 粒子 的 速度 为 Kx 7), 写 出 Newwn 
运动 方程 ， 粒 子 加 速度 为 0。 车 :一 0) 是 粒子 的 运动 : 则 Ф = (0), 0) 
而 


(=, и). (7) 


ния, 
因此 ,互相 无 作用 的 粒子 所 成 介质 的 速度 场 x 满足 拟 线性 方程 
на, ша == 0. (8) 
问题 ” 涛 函 教 w-, 0) 的 图 象 如 图 46 所 示 , 作 90-50) 的 图 象 ， 
1 47. ще 时 不 存在 光滑 解 ， 自 此 时 刻 起 , 介质 中 的 粒子 
互相 碰 控 ( 北 时, 锻 几 运 动 这 一 物理 条 件 , 即 粒子 无 相互 作用 ,不 反映 实际 ,内 


. 5. 


图 46 图 47 


МЕНЕЕ, ГАА ТАН — ВОК 48 那样 
形状 的 函数 ,方程 (8) ЕН ДА, ПЕНИЕ Е Да НИЖЕ 
理 的 条 件 ). 


Е 一 阶 拟 线性 方程 的 特征 

上 面 我 们 看 到 ,对 特殊 的 氢 线 性 方程 (8), 由 速度 汤 转 到 粒子 
运动 何等 有 用 。 对 一 般 的 方程 (6) 也 可 做 类 似 的 事 。 这 时 ,在 未 
知 函 数 定义 域 与 什 城 的 乘积 空间 中 的 某 些 由 线 起 了 粒子 运动 的 作 
用 ;它们 称 为 拟 线 性 方程 的 特征 曲线 。 

“ЖАХ и; M + Я КИВИ (5) 

Le онуи == Dx, иба), (6) 
意味 车 若 点 * 由 m 出 发 并 在 M 上 开始 时 以 速度 a(*, wo) 运动 ， 
则 解 之 值 从 и = м 开始 以 速度 ВС, ш) 变化 。 

换言之 ,作出 在 空间 M x Вбр (х. m)， 并 具有 沿 对 的 
分 量 а(х, 6) ПА ВВЕ (2, в) 的 向 量 Аль, а), ИР 


+ 


解 的 图 象 (图 49). 

定义 МЕ Абан) 称 为 方程 (6) <, и) 点 的 特征 
向 景 。 在 空间 M ХВ 之 各 点 上 的 特征 向 量 组 成 向 景 场 4。 它 称 
О Вр. Ерак да 
Ена. 

Н НЕЕ. 

例  ШМЯАЖЖЖ (+, --, =.) 的 В". 特征 场 由 其 分 量 给 出 ; Е 
们 在 《ssw) 点 之 值 为 


аба» н), ез а у н): Ble м). 


特征 方程 是 
a а 68 ч). 

问题 НЫЕ чн + а, 二 0 的 特征 方程。 

答 二 二 wi 二 1,# 二 0。 特征 曲线 是 з а 6, w= a 

Е ”线性 方程 旭 是 拟 线性 方程 的 特例 , 它 的 特征 曲线 , 若 作 
为 拟 线性 方程 来 看 却 与 线性 方程 的 特征 曲线 不 同 ， 线 性 方程 的 特 
征 曲线 在 M 中 ,而 拟 线 性 方程 的 特征 曲线 却 在 M X В 中 。 线 性 
方程 的 特征 曲线 是 它 作 为 拟 线性 方程 的 特征 曲线 由 М х Е 到 对 
上 的 投影 。 


Е. 一 阶 拟 线性 方程 的 求 积 


设 4 为 拟 线 性 方程 《6) 的 特征 向 量 场 。 设 它 处 处 非 零 。 这 时 
它 定妆 一 个 方向 场 。 

定义 ” 拟 线性 方程 的 特征 向 量 场所 成 的 方向 场 称 为 其 特征 
方向 场 ， 

氢 线 性 方程 的 特征 曲线 就 是 这 个 方向 场 的 积分 曲线 。 

Я мек" 且 有 坐标 《x,，…，*。) 时 。 特 征 方程 常 号 为 所 谓 对 


орз, 


ЕЕ АА ЕЕГ НВ, 
定理 。 通 数 ” 当 且 仅 当 其 图 象 为 特征 方向 场 的 积分 曲面 


#055 + 


时 , 才 是 氢 线 性 方程 的 解 。 


马 这 是 显然 的 ,因为 方程 (6) 正 表明 图 象 与 特征 向 量 相 切 。P> 


推论 н 是 拟 线 性 方程 的 解 ， 当 且 仅 当 其 图 象 对 其 上 


每 一 点 均 包 含 一 段 过 此 点 的 特征 曲线 。 
4 胸 57 A. 


于 是 求 积 拟 线性 方程 就 化 为 求 其 特征 曲线 。 知 道 了 特征 


线 ， 只 需 再 由 它 组 成 一 个 曲面 而 为 一 沙 数 的 图 象 ， 这 个 函数 就 是 


拟 线 性 方程 的 解 ,所 有 的 解 均 可 这 样 得 出 。 
С. 一 阶 拟 线性 方程 的 Cauchy 问题 


令 YCM 为 流 形 对 中 的 一 起 曲面 ( 即 余 维 数 为 1 的 子 流 形 ). 


БЯЛ Ф 的 Cauchy 


而 ф: 7—8 为 一 光滑 函数 ( 
定义 ”” 报 线 性 方程 《 


特征 方向 场 的 Cauchy 问题 。 
图 加 考虑 函数 p: 7 一 R 的 图 象 . 它 
是 乘积 空间 7 х R 中 的 超 曲面 。 因 为 7 嵌入 在 M 中 , 可 将 函数 了 


的 图 象 T 看 作 M Xx R 的 子 流 形 ( 余 维 数 2) (图 50)。 


50). 
6) 3 
问题 即 求 
一 解 使 它 在 了 上 等 于 ? 。 

这 个 问题 的 求解 容易 化 为 求解 


定义 7 上 上 的 初 值 ?9 的 初始 子 流 形 TCM XR 即 ?在 7 


上 的 图 象 。 


这 样 ,初始 子 流 形 НМЕ У, 又 给 出 Y 上 的 初 


始 条 件 p。 
定义 。 初始 条 件 (7, р) 称 为 在 Y 上 的 x。 点 对 


程 (6) 为 非特 征 的 , 若 向 量 а (ао, а) (о 一 p(xo)) 在 此 点 不 切 于 


曲面 7 (Я 50). 
Е 车 方 程 为 线性 的 ,向 量 olx。, и) 不 含 m， 可 


面 + 上 的 非特 征 点 ， 对 氢 线 性 方程 , 则 点 (а, w) ET 可 
点 或 非特 征 点 ,而 讨论 me т 是 否 特征 点 是 不 合适 的 。 


* 56° 


所 线性 方 


[以 定义 
[以 是 特征 


Н 


定理 。 ” 氟 线 性 方程 (6) 若 有 在 mm 的 非特 征 初始 条 件 , 则 在 
此 点 附近 解 存在 而 且 局 部 唯一 。 

ЧЕН л, 点 的 非特 征 性 可 得 : 

1) 特征 场 4 在 点 (#*。, mw) 附近 不 为 0。 因 此 在 此 点 附近 可 
定义 光滑 的 特征 方向 场 。 

2) ”特征 方向 在 该 点 不 切 于 初始 流 形 T， 从 而 在 该 点 附近 亦 
如 此 。 因 此 特征 方向 场 的 含 初 始 流 形 了 的 局 部 积分 曲面 唯一 存在 
( 见 57A)。 

3) 积分 曲面 在 《x*。，mw) 点 的 切 平面 是 非 铅 直 的 ( 即 不 含 
а 轴 )。 所 以 积分 曲面 是 一 个 函数 的 图 象 。 此 函数 即 所 求解 ( 见 
§7F). > 

Ж 。 证明 中 也 包含 了 拟 线性 方程 Cauchy 问题 解 的 构造 程 
序 。 


58. 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 


一 阶 非 线 性 偏 微 分 方程 也 和 线性 方程 一 样 可 用 特征 来 求解 . 
但 是 如 朵 说 M 上 函数 的 线性 方程 之 特征 在 M 上 ， 氢 线性 方程 的 特 
征 在 M x R 上 , 则 一 般 的 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 的 特征 却 在 函数 
ТИ (М, В) Б. 

1 阶 节 流 形 有 自然 的 接触 构造 。 

一 阶 非 线性 偏 微分 方程 的 求 积 法 就 是 基于 接触 构造 几何 学 的 
一 些 简单 事实 的 ,我 们 就 从 这 里 开始 。 
А. 接触 流 形 

接触 流 形 就 是 切 空间 具有 适合 " 极 大 不 可 积 性 "的 超 乎 面 场 的 
流 形 。 

平面 场 (与 一 维 方向 场 不 同 ) 不 一 定 有 与 平面 维 数 相同 的 积分 
曲面 。 为 了 说 明 超 平面 场 有 积分 超 有 曲面 的 障碍 所 在 ， 可 按 下 法 进 
行 。 


在 流 形 上 要 考查 的 点 0 附近 引入 坐标 使 O 点 处 场 中 的 平面 成 
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为 一 些 标 超 平 面 ,并 称 相 应 的 坐标 为 水 平 坐标 ,其 余 坐 标 轴 称 为 第 
нака. 

对 水 平平 面 上 任 一 路 径 作 具 有 锁 直 母线 的 柱 耐 。 超 平面 场 在 

桩 的 侧面 上 的 渤 成 为 柱 面 上 的 方向 

场 。 积 分 曲面 (如 果 存在 的 话 ) 与 柱 


面 的 交 线 则 是 这 个 方向 场 的 积分 曲 
0 线 (图 51)。 
В 这 样 即 可 将 水 平平 面 的 任 一 路 
И 径 提 升 到 所 求 的 积分 曲面 上 来 。 
图 51 设 (5, п) 是 水 平 举 标 平面 在 


所 述 点 处 的 丽 个 向 量 。 考 虑 它们 所 张 成 的 平 形 四 边 形 。 由 该 点 向 
相对 的 顶点 沿 平行 四 边 形 之 边 作 两 条 路 径 。 提 升 这 两 条 路 径 则 将 
在 粗 对 顶点 上 方 一 般 地 得 到 两 个 相 蜡 的 点 。 它 们 不 重合 正 是 作 积 
分 超 曲 面 的 障碍 ,也 就 是 超 平面 场 "可 积 性 "的 障碍 。 

考 虚 所 得 的 两 点 之 铅 直 坐 标 差 。 它 的 美 于 5 与 3 的 双 线性 的 
主 妆 部 分 正 是 场 的 不 可 积 性 的 度量 。 现 按 以 下 作法 给 出 正式 的 害 
Хх. 

流 形 上 的 切 超 平面 场 可 由 一 个 1 次 形式 0 局部 地 给 出 ，« 处 
处 非 0 而 且 确 定 到 可 能 相差 一 个 处 处 非 0 的 通 数 因 子 ; 场 中 的 超 
平面 即 此 形式 之 零 空 间 〈 即 形式 在 其 上 值 为 0 的 切 空 间 的 子 空 
1). 

Я ЕЯ (о чорн Ро РО) 的 空间 В 中 的 1 次 
形式 a 一 du ыы, а вен 中 处 处 不 为 0。 从 而 在 Кен 中 给 出 一 个 
2 ЛЫ а = 0 (И 52). 

定义 ” 流 形 M 上 的 一 个 处 处 非 9 的 1 次 微分 形式 о. ЖЕ 
外 微分 dm 在 曲面 0 一 0 之 每 个 切 平面 上 定义 一 个 非 退 化 的 2 次 
微分 形式 , 则 称 它 为 接触 形式 。 。 

双 线 性 形式 ог X 工 一 习 为 非 退 化 的 , 若 W ЕТО, те 
Ы; (Е, т) 0, 

线性 空间 上 的 非 退 化 斜 对 称 2 次 形式 也 称 为 一 个 学 构 得。 


. 8. 


7: 
Я ”前 例 中 作出 的 形式 是 接触 形式 ， 事实 上 ,其 外 微分 为 
ая ар, + + + dr Лар. 
在 曲面 “==0 Е, Сене 2, Аз че Pr-》 可 以 作为 坐标 。 在 这 坐标 下 ， 


外 形式 = да. ИХ (0 —"), в * 阶 单位 知 降 。 它 的 行列 式 
E 


是 1。 因此 2 次 形式 是 非 侦 化 的 。 
注 。 非 退 化 斜 对 称 汉 线性 形 只 能 定义 在 偶 歼 维 襟 间 中 。 所 
以 按 航 形式 只 能 给 在 奇数 维 流 形 上 . 
定理 а ЖИ, Г 是 处 处 不 为 0 的 函数 。 这 时 各 
рува, ауа 
dl 一 SS 40а) 
Жао Бн ро 的 因子 。 
Ф Leibnitz 公式 ,有 
40а) = ША + ма. 
Вато 上 ， df 人 a 是 崔 2 次 形式 ， 因 此 在 “一 0 上, 2 次 形式 
如 lw 与 Моно 只 相差 非 0 因子 全。 特别 可 知 20а) 
Таа) =, 是 非 退 化 的 。 所 以 j 是 搂 触 形式 。 多 
ЖХ 流 形 M 上 的 接 仍 构 选 就 是 


一 个 切 超 平面 场 。 它 局 部 地 是 т 
形式 的 零 空间 。 场 中 的 超 平面 称 为 接 圾 
超 平面 。 * 点 的 接 甬 超 平面 将 记 作 П, 


#53). вэ 


1 由 上 述 定理 可 知 , 一 个 平面 场 的 1 次 形式 之 为 接触 
а ОИ Е И З 
上 , 郑 另 一 个 形式 8 也 给 出 富 样 的 平面 场 , 则 8 与 "局 部 地 只 相差 
一 个 处 处 非 0 的 因子 ;因此 , В 与 a 同时 为 接触 或 非 接触 形式 。 

注 2 ”只 有 奇数 维 流 形 才 可 能 有 接触 构造 。 

定义 ”接触 流 形 的 子 流 形 ， 若 其 各 点 的 切 空间 均 属 于 该 点 
处 的 接触 平面 , 则 称 为 接触 平面 场 的 积分 流 形 。 

НШ онт в р ЗЕ 
ВЫ =. 

УТОА ТРСТА ГУСТУ 因此 
jraa ана = 0。 所 以 了 的 任意 切 空 间 中 的 两 个 向 量 为 笠 正 交 ; (5,1) 
0 由 此 可 知 切 空间 维 数 不 能 大 于 =《 见 $8 D, 问题 3)- 


Ж Мин 的 接触 平面 场 有 = 维 积分 流 形 存在 。 它 称 为 
Legendre 子 流 形 。 我 们 将 会 看 到 ,对 应 于 每 个 函数 ， 在 1 阶 节 空 
闻 中 均 有 一 个 Legendre ТИ. 


В. 函数 的 1 工 阶 节 流 形 上 的 接触 构造 

设 了 为 = 维 流 形 。 考 虑 了 上 函数 的 1 阶 节 流 形 ЛУ. В). 

和 上 函数 了 的 1 阶 节 由 一 点 ЕТ, Е = ЖЗ и = Ка) 
以 及 f 在 * 之 1 阶 微分 所 确定 。 因 此 V 上 的 函数 之 1 阶 节 流 形 维 
数 为 24 十 I。 车 (x,,……, =.) 是 上 的 局 部 坐标 , 则 上 的 函数 

1 的 1 阶 节 由 一 组 24 十 1 ДУВЕ (олар 770 Р.) 
= (81. 
п- (Ф), 

定义 а ЈУ. В) 的 标准 接触 形式 即 ] 

次 形式 


a аи — рах (рах = рах + -+t р,4х,). 
上 面 已 经 证 明 , 它 确 是 В В. 
不 难看 到 ,用 坐标 定义 的 。 其 实 并 不 依 加 于 (а, ее x,) 的 
选择 ,从 而 它 是 整体 定义 的 。 
定义 МГУКИ ИЛИН УЕ Е 
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节 构 成 的 子 流 形 。 

于 是 » 元 函数 的 1- 图 象 是 2* 十 1 维 空间 中 的 一 个 # 维 曲面 . 

定理 2 БАЗУ 1 阶 节 流 形 的 标准 接触 形式 在 任 一 个 沙 
数 的 1- 图 象 的 一 切切 平面 上 均 为 0。 ВРАГ ВАЎК 1- 图 象 的 切 平面 
并 集 的 闭 包 即 标准 接触 形式 在 节 流 形 之 各 点 上 的 零 空 间 。 

所 第 一 部 分 可 由 全 微分 的 定义 du 一 pdx 得 出 。 第 二 部 分 可 
由 以 下 事实 得 出 : 存在 一 个 了 画 数 ， 它 在 某 定点 具有 给 定 的 一 阶 偏 
导数 。j 

由 此 定理 可 知 ， 标 准 接触 形式 在 1 阶 节 空 间 中 所 给 出 的 平面 
场 并 不 依赖 于 (给 出 该 形式 时 ) 所 采用 的 局 部 坐标 。 这 使 我 们 可 以 
给 由 以 下 的 定义 。 

定义 “了 上 函数 的 ! АЕО ВЕЕ ИЗЕП у 上 函数 的 
1- 图 象 的 所 有 切 平 面 之 并 , 

问题 。” 流 形 ” 与 R 上 的 微分 同 胚 群 自然 地 作用 在 函数 的 1 阶 节 流 形 
оо.) 上。 证 明 РБС. 

此 外 , 1 次 标准 接触 形式 在 流 形 了 的 微分 同 胚 群 作用 下 不 变 、 而 在 直 
线 中 的 珀 分 同 胚 作 用 下 被 乘 以 一 个 不 为 0 КЖ. 


С. 接触 流 形 的 超 曲 面 上 的 几何 学 


现在 回 到 一 般 的 接触 流 形 M2? 上 . 令 E” 为 мен 中 的 
光滑 超 曲 面 (图 54). 


定义 ими мэн 
中 的 起 曲面 ве 称 为 非特 征 в 
的 ， 如 果 它 在 每 一 点 * ВЈ | 
面 与 该 点 的 接触 平面 互 为 模 和 Ce 六 
( 即 其 和 给 出 мак 的 整个 切 fans 
空间 ， 亦 即 它们 相交 于 一 个 
(2а 一 1) 维 空间 ). ия 


а а 
РУЗ НЕ 
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Р, = Т,ЕПП,, 

Ф мэн 的 一 个 非特 征 超 曲 面 上 的 特征 平面 构成 一 个 24 
维 流 形 上 的 20 ~ 1 维 平面 场 ， 即 由 接触 平面 与 该 非特 征 起 曲面 
的 切 空 侧 相 交 所 得 的 平面 场 。 

结果 是 ， 接 触 构造 将 在 每 -个 这 种 2 一 1 维 平面 上 定义 一 
条 直线 , 即 所 谓 特征 方向 。 


р. ЗЕХЖ 


为 了 定义 特征 方向 , 先 提 醒 一 下 ,在 具有 非 逼 化 双 线 性 形式 的 
线性 空间 中 ,可 以 定义 正 交 补 (一 对 向 量 的 正 交 性 定义 为 该 形式 在 
这 一 对 向 量 上 之 值 为 0)。 

例 1 令 (F，o) 为 Enclid 35881, г, ХЕ, о 为 数量 积 .对 
每 个 向 量 二 相应 有 一 个 1 次 形 w(5* +) УБИ. 它 在 向 最 ?上 
ИН а(8, 1). 

例如 gradf 即 相 应 于 df 的 向 量 。 

对 于 工 中 一 直线 有 其 正 交 补 《 即 相应 于 此 直线 上 的 向 量 的 1 
次 形 之 零 平面 )。 每 一 个 余 维 数 为 1 的 平面 又 都 是 工 中 一 直线 的 
正 交 补 (图 55). 


а > я 56 

注意 ,对 % 乘 以 一 个 非 0 0, КЕННЕ Е. ИИ о 
先 以 一 个 非 0 数 也 不 会 改变 一 直线 与 其 正 交 补 的 对 应 关系 。 

#2 4,9) 为 一 辛 空间 ， 即 工 为 一 线性 空间 而 名 为 其 上 的 笠 数 
量 积 ( 即 一 非 退 化 的 斜 对 称 双 线性 形 ). 

对 每 一 向 量 所 相应 有 一 个 1 次 形式 (8 +) 即 与 的 斜 数量 
积 。 它 在 向 量 ? 上 之 信和 即 wl#, т) (图 56)。 

例如 具有 Hamilton 函数 互 的 Hamilton 场 即 相应 于 1 次 形 
式 吗 的 场 。 
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对 工 中 的 直线 有 其 斜 正 交 补 【 即 相 应 于 该 直线 上 的 向 最 之 1 
ХРАМЕ) 与 之 相应 。 工 的 每 一 个 余 维 数 1 的 平面 亦 均 为 
叭 一 直线 的 斜 正 交 补 。 

ВЖ, о вы ТЕЖЕ. МАНИ 
о ЖЕ -- МР о 数 不 会 改变 一 直线 与 其 斜 正 交 补 的 对 应 关系 。 

问题 п езйне За. 

Е а(8,8) = –0(8,8) = 0, 

问题 2 ПЕ ВЯ 27 29 ЖИ 5А ИО ПЛАВНАЯ НЕ 


解 А ЕН 29—64 (事实 上 :* 若 取 基 底 《cy 
«еу еа) 则 方程 (ea 8) 0, …，a(Ousss)m0 是 人 个 互相 独立 的 关于 
的 方程 ,因为 车 方程 相关 。 则 由 形式 的 非 退 化 性 可 得 向 量 。 的 相关 性 )。 

若 4>a， 则 斜 正 交 补 的 维 数 小 于 = 而 此 子 空间 不 可 ВНЕХРАЖН. 

注 20 维 辛 空间 确 有 斜 正 交 于 其 本 身 的 * 维 子 空 间 存 在 . 
它们 称 为 Lagrange 子 空间 。 


Е 接触 流 形 的 起 曲面 上 的 特征 曲线 


我 们 再 回 到 接触 流 形 的 非特 征 超 旧 面 上 的 几何 学 。 

жапе ндаи 8* 的 每 一 点 上 定 
义 了 一 个 (2n 一 1) 维特 征 平面 P: 即 接触 ws 
平面 与 Б 在 该 点 的 切 平 面 之 交 ( 图 57). И 

定义 ВРАНИ Е = ІА 
Е ЕАН ВЕВРИИИУНО = 
正 交 补 (以 481... 为 人 数量 积 ) ся 

1, = Рут 在 ПНА. РУНЕТЕ ПП, 

注意 ， 特 征 方向 位 于 特征 平面 内 ( 见 $8 D); ” 一 《对 ,特征 
方向 即 特征 平面 

在 一 般 情 况 下 ， 接 船 流 形 之 光滑 的 非特 征 超 曲 面 上 各 点 的 特 
征 方向 构成 此 超 曲面 上 的 光 清 向 量 场 : 每 点 的 特征 方向 也 属于 访 
点 的 接触 起 平面 (图 58)。 


回 
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图 58 м 59 
Ех 净 触 流 形 的 非特 征 超 曲面 了 上 的 特征 方向 场 的 积分 
Е НИЕ Е ЖЕНА. 
ФА 为 接触 平面 场 在 Ем 中 的 大 维 积分 流 形 。 
定义 点 ze Nt 称 为 非特 征 点 , 若 Nt 在 此 点 的 切 平面 不 
包含 特征 方向 (图 59)。 
问题 证明 若 * 是 流 形 N* 上 的 非特 征 点 ， 则 kz* 一 1， 并 作 一 个 
мат 的 接触 平面 场 的 位 于 Bx 内 的 = 维 积分 曲面 的 例子 
事实 表明 ， 过 非特 征 积分 流 形 № 上 各 点 的 特征 曲线 (局 部 
地 ) 构 成 超 曲 面 87е 上 的 《十 1) 维 积分 子 流 形 。 为 了 证 明 这 一 
点 。 需 要 一 个 关于 平面 场 对 微分 司 胚 的 单 参数 寿 之 不 变 狂 的 简单 
的 一 般 引 理 。 
Е. 插话 ， 平 面 场 的 不 变性 的 一 个 条 件 
а 为 非 0 的 1 次 策 分 形式 。 这 形式 给 出 一 个 超 平面 场 。 令 
“为 非 6 向 量 场 。 它 给 出 一 个 方向 场 ( 即 直 线 场 )。 
НИ РТ “在 访 点 的 0 НЕ 
а(0) = 0. 
下 理 а 的 堆 超 平面 场 对 场 ВИЖ, НЕ 
要 条 件 ， 对 平面 场 (6) 一 0 中 的 一 切 上 都 满足 4400, 8) 一 0. 
44 引 理 的 论断 是 局 部 的 而 且 对 微分 同 凸 不 变 。 只 需 对 些 标 为 
Салье 0) 的 Васа 空间 中 的 标准 的 场 = 10. 求证 即 可 ( 利 


用 向 量 场 化 直 的 定理 )。 令 “一 аа, 十 … 十 andxs。 由 条 件 


. м. 


абу =0 Жа =0, 


问题 。 证 明 = 之 外 微分 在 (多 (0 2, оно, 8 ЕВА 


Pr, 
ж) нонй 2 е ков. 
м (ee 一 二 5а ал) > (22, ё Е а 与 一 яв). 
但 а =0. 


另 一 个 可 能 更 清楚 的 解法 是 对 以 vz，# 为 边 的 平行 四 边 形 应 
用 Stokes 公式 。 


形式 «的 零 平 面 场 关 于 沿 x, 轴 平 移 的 不 变 狂 就 是 偏 导 数 Еа 
在 场 中 的 平面 “一 0 上 为 0。 


但 由 54. (6) = 4a(w © 可 知 ,不 变性 条 件 即 


(08) 一 0) > (dr, 8) —0). № 
С. 特征 方向 场 的 Cauchy 问题 


我 们 再 回 到 接触 流 形 Мает" 的 非特 征 超 曲面 Е“, Ф Nt 为 
接触 平面 场 在 B* 中 的 外 维 积分 子 流 形 ， 

定义 ВИ ие" 的 超 曲面 
Е" АНИ № быку 问题 
即 求 接触 平面 场 的 位 于 B+" 内 的 积分 流 
形 Y" 使 它 包 合 初 始 流 形 No! СЕ 60). 

定理 Жи м 上 
的 非特 征 点 *%。 ЕО, 
使 депо АНИ мо 的 
Cauchy 问题 的 解 存在 且 局 部 地 唯一 ( 即 具有 公共 的 初始 流 形 的 


图 的 


О 非特 征 点 定义 见 $ 虹 


性 两 个 解 都 在 * ОЗАН). 
ЗЕ Уе 由 经 过 初始 流 形 Л 各 点 的 特征 曲线 组 成 
4 过 初 给 流 形 之 各 点 所 作 的 特征 曲线 族 在 = 点 附近 沟 В" 
ЮЖН уе, ИБЕРИИ, 
И И: 
ЛЕ ВИДЕН Ем 上 的 限制， 
因为 起 曲面 взе 是 非特 征 的 ， 所 以 不 为 0, (588), 
形式 在 Ew 上 定义 了 一 个 切 起 平面 ( 即 接触 起 平面 在 Ew 上 的 迹 ) 
场 ，B” 上 的 特征 方向 场 位 于 а 的 零 平面 场 内 ( 见 58 Е). 
ве х ЕЕН 
А7" 向 量 场 v， 但 其 方向 在 每 一 点 询 为 
, 特征 方向 。 用 (0) 记 场 所 定义 
07 的 Em 上 的 单 参数 微分 同 奈 局 部 属 
ОМОН, 定义 在 点 < 附 
近 )( 图 6D。 
ЗЕ үе 之 每 点 均 可 由 初始 流 
ЕЖА, 借助 适当 的 微分 司 际 «В. 
ЗНА Жану 的 初始 流 形 各 点 之 切 空 间 上 为 0。 
引 理 B И е 将 形式 о 的 从 平面 仍 变 为 夫 平 面 。 


А. ФЕН № :是 积分 流 形 , 所 以 形式 = 在 切 于 N"! 的 
МЕХ 0. № А ЕЯ и 上 也 为 0， 因 为 特征 方向 在 接触 超 
平面 上 。 屠 是 说 ,形式 “在 和 T,N" Во 上 为 0. > 

В. 攻关 虑 任 一 “在 其 上 为 0 的 向 量 5 (不 一 定 取 在 流 形 的 原 
点 处 ), 计算 de 在 此 点 的 (v，5) 之 值 。 由 定义 о ав, ВАН 
等 于 接触 形式 的 外 微分 之 值 4elv ,5)。 由 特征 方向 的 定义 ,后 者 
对 接触 平面 上 的 任意 $ 均 为 0。 由 8 М, а= 0 对 于 
{=} ЖЖ. > 
岂 引 理 A, В 可 知 ,形式 “在 У" МНЯ 0. МК, 
У 是 积分 流 形 、 


. 5, 


мя 


这 样 我 们 作出 了 接触 起 平面 场 的 通过 初始 流 形 Ае 的 积分 
流 形 УС Ем, 


Н. 唯一 性 的 证 明 . 


ЗЕ 接触 平面 场 的 任意 位 于 Ew 内 的 * 维 积分 流 形 的 切 
平面 均 包含 特征 方向 。 

Чи 次 接触 形式 «在 其 任意 积分 流 形 上 的 限制 均 为 0。2 次 
形式 da 在 此 流 形 上 的 限制 即 = 限制 的 外 微分 ,从 而 也 为 0。 因 此， 
积分 流 形 的 任意 两 个 切 向 量 ( 对 于 斜 数 量 积 да о) 均 为 斜 正 交 。 

Ее 的 特征 方向 向 量 对 平面 a 一 0 内 的 一 切 向 量 均 为 斜 正 交 ， 
设 它 不 属于 接触 平面 场 的 位 于 Е” т 维 积分 流 形 的 切 平面 , 它 
与 此 切 平面 就 应 张 成 一 个 (x 十 1) 维 子 空间 。 但 这 个 子 空间 的 一 
切 向 量 彼此 均 为 斜 正 交 。 由 58D 问题 2， 这 个 子 空间 的 维 数 不 
会 超过 = > 

нЗ на, 接触 平面 场 位 于 Е” 内 的 = 维 积分 流 形 对 其 
每 一 点 均 包 食 一 段 通过 该 点 的 特征 曲线 。 由 此 可 知 包含 已 给 的 初 
始 流 形 的 积分 流 形 ,是 局 部 唯一 的 。> 


1. 对 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 的 应 用 


现在 把 关于 珊 数 н: У“ 一 К 的 一 阶 非 线性 偏 微分 方程 看 作 
1 阶 闻 流 形 Мен 一 ЛО", В) 上 的 超 曲 面 ,而 M” 上 有 标准 
的 接触 构造 。 
设 (2, 577, к) 与 < 分别 是 与 В 上 的 局 部 坐标 ; 用 
(#9 记 1 阶 节 流 形 上 的 相应 局 部 坐标 .这 
时 微分 方程 可 以 局 部 地 写 为 
Ф(х, и, в) = 0, 169 
求解 微分 方程 就 化 为 求 接触 平面 场 的 位 于 E” фа П А В 
面 。 且 使 它 为 网 数 的 1- 图 象 ( 见 $8 В). 
我 们 所 得 的 一 般 定理 , 把 求解 此 方程 化 为 在 Е 上 作 特 征 邮 
线 , 为 此 则 需求 Ew” 上 某 方向 场 的 积分 曲线 ( 即 求解 一 组 〈2z 一 1 


。77 。 


个 常 微分 方程)。 

定理 ”方程 (1) 的 解 即 其 1- 图 象 由 Ew 上 的 特征 曲线 所 
组 成 的 函数 。 

401 58В, 53 СЖ 81 


了 “一 阶 非 线性 偏 微分 方程 的 Cauchy 问题 


Ф "СУ НИЖУ" М (о 一 1) РИФ, г." 一 及 
ХВ, Ес СУ", К) 是 由 方程 (1) 给 出 的 光滑 非特 征 超 
曲面 。 

定义 ”方程 (1 的 Cauchy 问题 即 求解 *:7" 一 只 , 使 它 
УЕ. 

定义 。 由 初始 条 件 (7, 9) 作出 的 初始 方形 N*! 即 由 适合 
以 下 条 件 的 V* 上 的 函数 的 1 阶 节 所 成 的 集合 (图 62); 

0) 节 的 作用 点 在 у" Е; 

2) 函数 在 此 点 之 值 等 于 р: 

3) 函数 在 此 点 的 全 微分 之 值 
是 使 得 , 它 在 "7% 的 切 平面 上 的 限 
制 等 于 初始 条 件 000: 

4) ПЕТРЕ», 

定义 ”初始 流 形 上 的 点 称 为 
对 方程 (1) 为 非特 征 的 ， 如 果 这 点 
的 特征 方向 在 У* Ва 
"一 《这 个 定义 与 $8 Е 中 的 定义 不 同 )。 

注 ПИКАП т" 的 a 一 1 个 方 襄 的 导数 由 初 
始 条 件 决 定 ,而 沿 最 后 一 个 方向 ( 即 模 截 于 x"! 的 方向 ) 的 导数 由 
方程 (1) 决定 .” 

Я ” 设 ” А (аа я) 的 空间 中 的 方程 m 一 0 决定 。 这 时 
миту: 
жок 0, и з ф(х), р == 2. 
р. 则 由 方程 (2, и, Р) 一 0 决定 。 


СЕГИС 


定理 。 设 1 阶 节 流 形 中 的 点 《%, мо, Ро) 是 初始 流 形 № 
的 非特 征 点 。 这 时 具有 初始 流 形 N* 方程 (1) 的 解 在 初始 点 о 
的 某 邻 域 书 中 存在 ,而 且 是 局 部 唯一 的 ( 即 若 方程 有 两 个 解 满足 初 
ЯЕ мо 一 四 |onr: мб) 一 шо Фито) == pp， 则 它们 
必 在 和 之 某 个 邻 域 中 重合 )。 

4 由 5$8G 之 定理 即 知 ,该 定理 还 给 出 了 构造 此 解 的 方法 。 > 


к. 显 成 公式 
问题 。 显 式 地 写 出 方程 (а, о, ә) 一 0 的 特征 的 线 的 微分 方程 ， 
= $» 


фе 一 一 РФ, 
# = Ф, 
解法 ЖЮРИ Ф о 的 向 量 。 其 分 量 《X，0，P) 满足 
Ф.Х BU + Ф,Р = 0. 
车 ба 一 pdx 在 此 向 量 上 为 0, 即 0 = pxX、 则 此 向 量 位 于 接触 平面 上 。 
于 是 ,向量 (Xs 25, Р) 在 接触 平面 与 流 形 多 = 0 的 切 平 面 交集 内 的 
充分 必要 条 件 是 
{Ds 十 Bp 十 PoP = 0, (©) 
ВЕНЕ (2,8 = рё, й) 由 以 下 条 件 决定 : 它 与 一 切 适 合 上 式 的 向 车 
之 余数 量 积 为 0。 
但 此 撮 数 量 积 等 于 de 一 dxAdp 在 一 对 向 量 (zi,， 4 = ра, 5) 和 (X， 
ит рХ,Р) 上 之 值 即 2P — 5х. 
因此 ,Xx 和 P 的 方程 (2) 应 等 价 于 方程 
4р фК = 0, (C3) 
因此 ,方程 (2), (3) 中 x 与 P 的 系数 应 成 比例 。 由 于 4 = гё 即 得 上 述 的 
答案 。 


1. 非特 征 条 件 


9008 显 式 地 写 出 对 9 与 多 应 加 的 条 件 , 使 (ze поз Ре) 对 方 
程 Фа, и, р) 一 0 及 Yr” ' 上 的 初始 条 件 ? 为 非特 征 的 。 

= gs(ros ms Ра) Ж х. 点 不 切 于 六 (62). 

М 将 过 初始 流 形 各 点 的 特征 曲线 扩 成 曲面 的 切 平面 投影 到 “ 平 


679, 


ЕЕ. ЖЕН 1- 图 象 而 点 《xu。 wo， ро) 又 是 非特 证 的 , 则 切 平面 
由 У" 的 切 向 县 与 特征 方向 生成 。 投 影 是 同 构 的 ， 兄 此 ,特征 向 量 的 * 分 
ШД з, ТРИ ты Ф, (УК). 

反之 ,车 名, 在 xe ДЖЕР", 
Wal РВ 

2) ате о 在 点 《ras ws Ра) 处 是 非特 征 的 :事实 上 ,向 量 (0、 
о, е) 位 于 接触 平面 内 ， 因 B(xoy ws Ре) 9505 故 它 不 切 于 起 曲面 台 一 0， 

3) БЕН ОЕ (ко ws о) 附近 是 光 洪 的 。 

事实 上 ,可 取 继 标 (ze а) ено) 使 的 局 部 方程 为 < 一 0. 
因此 ， 20) 的 方程 


， . С 
Ф ое, р Е} о 


的 可 解 条 件 是 二 -| 20; Е Фу т": 不 相 切 条 件 亦 如 此 。 


Ет so 


事实 上 НН м, ДЕ ©, 也 应 急于 N “在 
зЗ БАЈ В и 
5) Е Снн маз 加) АЕС ЫЕ 


#0). 
ЖЕНЕ (козо р) 的 切 平面 投影 到 = 空间 上 ， 其 象 应 包 
会 YY 的 切 平面 及 一 个 与 它 权 截 的 向 量 ， 因 此 所 讨论 的 肌 射 在 点 《ze ms 
Pa) 的 导数 是 一 同 构 , 而 投影 陕 射 ( 虫 反 函数 定理 ) 是 局 部 的 微分 同 肛 ， 
于 是 ,车 在 (из w， в) ДР, 不 切 于 ”+， 则 非特 征 性 的 五 个 条 件 均 
在 此 点 成 立 。 


14 Hamilton-Jacobi 方程 


定义 。 Hamilton-Jacobi 方程 即 方程 
H(z, и.) = 0, 199 
与 一 般 的 一 阶 偏 微分 方程 不 同 ， 未 知 函数 本 身 不 出 现在 方程 
Ч. 
91 设 * 是 Buctid НВ" 中 的 光滑 起 曲面 ,n(x*) Е = В] т ОИН 
ЖОВ 53)。 这 时 函数 “(在 此 函数 为 光滑 之 处 ) 满 足 Hamiltwn-Jacobi 方程 


‚м. 


Саун (ау ә 


и Соп: 
ра 6з в 6 

#% 在 整体 上 可 能 是 不 光滑 的 。 例 如 , 设 Y ВНЕ. 5 
了 时 * 的 奇 点 组 成 柱 辆 内 的 一 个 线段 (图 04). 

问题 ШЕШ Hamilion-Jsrobi 方程 (2) УНИАН ЕЕ 
与 常数 之 和 |. 

在 研究 Hamilton-Jacobi ЗЇ, ВЯ АА T*V* ВВ 
WV 上 函数 的 工 阶 节 流 形 СУ", В) 更 有 用 .在 力学 里 ,空间 ТФУ" 
称 为 构 形 空间 了 НЫ. У" 在 * 点 的 余 切 向 量 定义 是 V" 在 
zx 点 的 切 空 间 上 的 线性 齐 次 函数 。7Y" 在 x 点 的 所 有 余 切 向 量 构 
成 一 个 线性 空间 ,此 空间 称 为 V* 在 x 点 的 余 切 空间 , 记 作 ТТУ, 
Vs 在 一 切 点 上 的 余 切 向 量 构 成 一 个 24 维 光滑 流 形 , 它 称 为 天 的 
余 切 空间 从 (简称 余 切 从 ), 并 记 作 ТУ, 

令 (nr =,) У" 上 的 局 部 坐标 。 这 时 , У" 在 * 的 余 切 
向 量 将 由 一 组 ?个 数 〔p,,*…, Ро) 给 出 。 邑 是 说 ,数组 (ра) 对 
Г’ 在 x 点 的 切 空间 上 的 1- 次 形式 рк, 十，…… + padxo. 
这 一 组 24 个 数 《p:，……', Раз xz， 2н) 到 构成 У" 余 切 从 的 一 
个 局 部 坐标 。 

下 函数 的 1 ЛИИ ЛУ", В) 到 И" 的 余 切 从 有 自然 的 投 


影 
я: РИ, В») > Т*», 


= 就 是 “忘掉 函数 值 ”, 用 坐标 表示 就 是 
人 《ras и Мур ть Рә) > (ауто ар ль ттт Ра). 


1. 


定义 。 Hamilton-Jacobi 方程 (1) 的 特征 曲线 即 《1) 作为 
一 阶 偏 微 分 方程 的 特征 曲线 在 余 著 从 上 的 投影 。 
问题 Ж Hamilten-Jacobi 方程 (1) 的 特征 曲线 的 微分 方程 . 
Жень Бе ы. 
注 。 这 个 常 微分 方程 组 称 为 Hamilma 典 则 方程 组 。 相 应 的 疝 量 场 不 
仅 定 义 在 曲面 如 = о 上 ;而 且 定义 在 整个 相 空间 上 . 
问题 Ж Hamilton-Jacobi 方程 (2) 的 特征 方程 . 
答 。 = 一 2 十 2， ре а (а 和 是 常 向 量 "21. 
这 样 ;特征 曲线 在 Р" 上 的 投影 是 直线 . 


图 6 


在 几何 光学 中 。Hamilton-Jacobi 方程 (2) 称 为 光 程 方程; 特 
征 曲线 在 У" 上 的 投影 称 为 光线 。 子 数 « 称 为 光学 长 度 ， 它 的 等 
值 面 称 为 波 前 。 除 了 这 些 以 外 ， 育 焦 线 在 几何 光学 中 起 了 极 重 
要 的 作用 。 例如 考虑 由 中 曲面 (例如 茶杯 的 内 侧 ) 反 射 的 光 所 由 这 
的 墙 。 在 墙 上 可 以 看 见 特别 亮 的 曲线 而 且 有 奇 点 ， 这 就 是 聚焦 
线 。 

聚焦 曲线 的 定义 如 下 .考虑 一 阶 偏 人 微分 方程 的 Cauchy 问题 . 
即 令 想 应 的 特征 曲线 可 以 无 限 拓展 而 不 相交 从 而 构成 一 整体 的 积 
分 流 形 , 它 对 了" 上 的 投影 也 不 一 定 是 微分 同 胚 。 

积分 流 形 对 7" 的 投影 的 临界 值 集 就 称 为 聚焦 曲线 。 

对 于 Hamilton-Jacobi 方程 为 (2), 而 初始 条 件 为 在 7 上 一 
0 这 一 特例 , 认 焦 曲线 就 是 超 曲 面 Y 的 焦点 亦 即 曲率 中 心 的 轨迹 . 

问题 1。 МНЕ. 

问题 2。 在 狂 贺 的 每 一 内 法 线 上 蕉 取 长 为 : ба. ИННЫ 
研究 :增长 时 它 的 变化 。 


， 82. 
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$9. Frobenius 定理 


平面 上 的 方向 场 定义 一 族 积分 曲线 ， 而 且 它们 可 以 局 部 拉 直 

《 即 用 微分 同 胚 化 为 平行 直线 场 )， 三 维 以 上 的 空间 即 不 复 如 此 : 
RR 中 的 平面 场 一 般 没有 积分 曲面 。 

本 节 讨 论 超 平面 场 局 部 可 拉 直 的 条 件 ， 即 使 它 为 一 族 光滑 超 

面 的 切 空间 场 的 条 件 。 


А. 完全 可 积 超 平面 场 


设 М 为 一 光滑 流 形 ,其 上 给 出 切 超 平 面 场 。 在 一 点 附近 ,此 
场 由 一 个 1 次 微分 形式 “给 出 , о 处 处 不 为 0, 而且 可 以 确定 到 相 
差 一 个 处 处 非 0 的 函数 因子 。 

定义 车 在 场 中 的 超 平面 场 上 da 恒 为 0, 此 场 就 称 为 宗 全 
8. 

ж 场 的 完全 可 积 性 并 不 做 赖 于 局 部 定义 它 的 形式 в АЕ 
取 , 因为 若 把 “ 乘 以 一 个 处 处 非 0 的 函数 ,da|sws 也 将 被 乘 以 此 苞 
(58А). 

命题 超 平 面 场 一 0 完全 可 积 的 充分 必要 条 件 是 


п Л 4а = 0, 
4 在 M* ван , 
ЦОО ЖИЙН а 0 上 的 | 
一 1 个 “水 平 向 量 ” “(a cs， [一 一 
е) 和 一 个 销 直 向 量 “/ 组 成 (图 д“ 
66)。 在 三 个 水 平 向 量 上 , 3 次 形式 
a 人 do 为 0, 这 是 因为 «一 0。 其 次 и 


Саа Ло) (е, е, 1) 一 9， 因为 它 可 以 分 成 许多 项 ,每 一 项 或 有 因 
Ж ale;) 或 有 因子 де, ey)， 而 它们 都 为 0。 
反之 , Ж < 人 如 一 0， 则 dolei, cf) 一 0。 事实 上 ,，(eA ла) 


‚8. 


бе, е р 之 各 项 中 唯一 的 既 不 包含 ое) УЖ обе) 的 项 
是 do(ers е)а(р); АН а) 0, > 

Ж 条件 < 人 如 一 (0 称 为 Frobenius 可 积 性 条 件 。 由 上 
证 的 命题 可 知 ， 它 是 关于 平面 场 的 条 件 : 对 于 给 出 同一 平面 场 的 
ЖЮ о, 它 或 潍 痢 成 立 ,或 者 都 不 成 立 。 


В. 积分 流 形 的 存在 


定理 。 超 平 而 场 « 一 0 是 一 族 超 曲 面 的 切 空 间 场 的 充分 必 
柳条 件 是 此 场 满足 Frobenius 可 积 性 条 件 аЛ да = 0, 

ФЕТАИ Е о 一 0, 故 do 一 

0. 反之 , 设 在 平面 c 一 0 上 do 一 0、 在 


CC 一 -点 z 几 过 可 作出 积分 遇 加 族 姑 下 + 
сека 为 适合 a(v) = 0 的 任意 向 量 场 ( 即 在 每 
一 点 都 位 于 平面 场 的 平面 内 的 向 量 场 )， 
+ 为 平面 场 的 任意 积分 子 流 形 ( 图 67)， 
而 vx) 不 在 Tt 的 x 点 的 切 平面 内 。 
引 更 ”经 过 积分 子 流 形 Fe 上 各 点 的 场 КИНЕ 点 
附近 构成 完全 可 积 平面 场 一 0 的 光滑 积分 流 形 Y**'， 
4 用 {=} 记 场 » 的 局 部 相 流 。 这 时 ; (a) 微分 同 胚 g' 变声 
2 一 0 中 的 平面 为 场 中 的 平面 。 
事实 上 ， 对 场 中 平面 上 的 一 切 向 最 5， dc(E) 一 0， 所 以 由 58 
Е 中 的 引 理 ,平面 场 在 微分 同 胚 ? 下 不 变 。 
此 外 。(b) 在 初始 流 形 Te 的 点 上 ，Ytt: 的 切 空间 位 于 场 中 的 
平面 上 。 
事实 上 ,积分 流 形 T+ 的 切 平面 和 疝 量 " 者 属于 场 中 的 平面， 
而 Y4 在 z 点 的 切 空 间 则 是 由 sx) Т.ГА 生成 的 。 
由 (2) 和 (b) 可 知 Y4+! 是 平面 场 一 ОНЫЙ. № 
现在 再 由 逐步 加 大 积分 子 流 形 的 维 数 即 可 作出 4 — 1 维 积分 
Я. 
考 卉 局 部 坐标 x4,……, оа 7)， 使 坐标 平面 属 于 场 а 一 0 
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在 原点 处 的 平 而 。 
由 汤 中 平面 向 坐标 平 疝 x, хач) 沿 > 轴 的 投影 . 在 原 
点 附近 总 是 同 构 。 


考 沾 从 标 平面 上 的 基 床 向 最 场 (52-，……， 3 一}。 它 科 在 


Өх, 9 Brat 
场 中 平面 上 的 原 象 成 为 原点 附近 的 光滑 向 量 场 ,我 们 用 Сил, ео 
0,0) 记 这 些 场 ， 


№ 68 ү 69 


以 轴 上 的 y ЕС НЫ Г (69). 

对 Г Би КАЗ, ДМЕ У. Еу 上 有 
ане на 0, 所 以 9 К То", 

对 Y! 和 ww 应 用 引 理 , 即 得 二 维 积分 流 形 Yr， 这 样 作 下 去 ,我 
们 即 可 从 积分 流 形 Y* (在 其 上 xin 下 "一 xo 一 0) НЯ 
ьн, 的 流 作用 ,得 到 积分 流 形 了 入 

这 个 过 程 一 直到 作出 所 求 的 流 形 Y*!， 才 告终 止 。 > 
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第 三 章 结构 稳定 性 


在 使 用 任 一 个 数学 模型 时 ， 都 会 产生 如 下 问题 应 用 这 个 模型 
性 态 的 数学 结果 于 现实 世界 是 否 正确 ? 事实 上 ， 假 设 这 个 结 昌 对 
于 模型 的 微小 变化 都 极为 敏感 ， 这 时 无 论 寞 型 有 多 小 的 变动 〔 例 
如 给 出 微分 方程 的 向 量 场 有 了 小 的 改变 ) ,都 会 导致 狂 质 全 异 的 模 
型 。 把 这 样 的 结果 用 于 所 探讨 的 实际 过 程 是 危险 的 ， 因 为 在 建立 
这 个 模型 时 总 有 一 些 理想 化 ， 例 如 参数 只 能 近似 地 确定 等 等 。 这 
桩 ,就 必须 适当 选择 一 个 过 程 的 模型 的 一 些 人 性 质 的 问题 ,这 些 性 质 
对 模型 的 微小 改变 应 该 不 甚 敏感 、 于 是 这 些 性 质 就 可 认为 是 现实 
过 程 的 性 质 。 

选择 这 类 性 质 的 一 种 试探 导致 了 " 粗 性 ” 亦 即 结构 稳定 性 的 概 
念 (A. А. Андронов 与 Л. С. Понтрягин, 1937), 结构 稳定 性 
理论 在 低 维 数 (一 或 二 维 ) 相 空间 情况 下 得 到 的 显著 的 成 就 使 人 们 
产生 了 一 种 乐观 的 期 望 ， 但 终于 由 于 $. Smale 在 六 十 年 代 的 工 
作 而 告 三 灭 ;Smale 指出 ,在 高 维 数 相 空间 中 存在 这 样 的 系统 ,在 
其 附近 ， 连 一 个 结构 稳定 系统 也 没有 。 这 个 结果 对 于 微分 方程 定 
性 理论 的 价值 ， 大 约 和 Liouville 关于 微分 方程 不 可 用 求 积 法 解 
出 的 定理 对 于 微分 方程 求 积 理论 的 价值 相当 。 具 体 说 ,他 指出 了 ， 
对 高 维 相 空间 的 微分 方程 作 完全 的 拓扑 分 类 是 没有 希望 的 ， 那 怕 
只 限于 通 有 的 而 略 去 所 有 赚 化 的 情况 也 坟 这 样 。 

本 章 将 对 结构 稳定 性 理论 的 基本 概念 、 误 法 和 结果 作 一 个 简 
要 的 综述 。 


$10. 结构 稳定 性 的 概念 


本 节 中 将 定义 结构 稳定 性 的 概念 ， 并 且 研 究 一 维 相 空 间 的 结 
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构 稳 定向 量 场 。 


全 结构 稳定 性 的 直观 定义 


考 感 由 给 分 流 形 好 上 的 向 量 场所 给 出 的 微分 方程 
# = 0(к), ЄМ. 

我 们 也 说 v 给 而 了 一 个 动力 系统 (简称 系统 )。 我 们 将 总 是 假设 方 
程 的 艇 可 以 无 限 哲 展 ; 当 对 为 紧 流 形 时 ,这 总 是 对 的 。 

Я ЖЖ С 70): 

Я, нь +, = 2, — К, 

Як е о МНЯ МУЕН, Жо. ИЯ ОНУ 
д. ВА, МАЕ ОЕ 0, ДЕРЕВЕ 
ЮЖ. НАЖАВ Е, КОРОНЕ. 

下 面 给 出 的 结构 稳定 性 的 定义 表述 了 这 种 区 别 ， 无 摩擦 的 授 
是 结构 不 稳定 系统 ,而 有 摩擦 的 控 是 结构 稳定 的 。 

定义 ”一 个 动力 系统 称 为 结构 稳 定 的， 如 果 当 向 量 场 作 任 
囊 充 分 小 变动 时 ,所 得 的 动力 系统 都 等 价 于 原 系 统 。 

为 了 使 此 定义 有 意义 ,需要 定义 何 诗 场 的 微小 改变 以 及 什么 
祥 的 系 绕 可 看 作 等 价 的 。 
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В. 拓扑 等 价 性 
微分 方程 最 精密 的 分 类 基于 微分 同 昧 概念 。 两 个 系统 〈(M， 


М ВАЕЯ 0 Я и. 
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从 光 消 流 形 的 斤 何 学 的 观点 看 来 ， 微 分 同 胚 的 系统 是 没有 区 
别 的 。 下 面 的 例子 指出 ,分 类 到 只 相差 微分 同 胚 是 太 精 细 了 (不 等 
纷 的 系统 太 多 了 )。 

例 ”考虑 一 维 相 空间 中 的 方程 一 > Жана, 

在 两 个 情况 下 ,0 郊 是 玲 一 的 排斥 性 平衡 位 置 。 但 这 两 个 系统 并 不 是 微 
ЗА. 

НТА ЧАН АО НЕ оя А ЕВ 
я, ДОНО Е ЛУЧА Е БЕ НОТ СЕВЕ Н 
ВЛА НАКИР АНЕНИУ. Н 
算 子 是 相似 的 .特别 是 具有 相同 的 固有 值 、 КА, ТЕ 
处 的 线性 化 的 固有 值 将 随 庙 量 场 连续 变化 而 且 在 微分 同 胚 下 不 
3. 这 种 不 变量 称 为 模 (moduli)。 简 的 存在 使 得 向 量 场 分 成 的 
微分 同 胚 类 不 是 离散 而 是 连续 的 (图 71)。 


С 


图 л 


特别 地 ,既然 1 962, БТИ ААО. № 

为 了 不 必 区 别 这 两 个 场 ， 我 们 引入 了 比较 租 的 等 价 关 系 即 所 
谓 拓扑 等 价 性 。 注 意 ， 同 止 ( 即 双方 单 值 且 双 方 连续 的 ) 变 换 不 能 
作用 在 向 量 场 上 。 所 以 用 下 面 的 方法 来 定义 拓扑 等 价 性 。 

考虑 所 给 的 向 量 场 定义 的 相 流 。M 上 的 向 量 场 " 的 相 流 就 是 
ВНЕ г:М 一 对 ,它们 招 方程 * = we) 在 0 时刻 的 初始 
值 x 变 为 此 解 在 时 刻 # 的 值 рас, ер 1. 
若 M 为 紧 , 则 ех 对 一 切 +€ R，x*e M 都 有 意义 。 


统 的 相 空间 到 第 二 个 相 空 间 的 阿 蚌 变 第 一 个 相 流 为 第 二 个 相 流 
hgix == ghx, 
黎 寺 之 , 即 要 求 以 下 图 式 为 可 微 ; 
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м, — м, 
8} 14. 
м, Ё. Mi 
-例如 系统 一 > 和 z 20 是 拓扑 等 价 的 。 
注 应 用 间 且 以 排除 对 模 的 考 卡 , 像 上 面 介绍 的 那样 ,这 是 采 
用 同 胚 与 连续 拓扑 ( 而 不 是 微分 拓 盾 ) 的 基本 的 理由 。 


с. 轨道 等 价 性 

令 人 和 遗 德 ,拓扑 等 价 性 还 不 能 使 我 们 摆脱 模 。 

Я ”考虑 具有 封闭 相 曲 线 (例如 极限 环 ) 的 向 最 场 。 这 时 所 
有 拓扑 等 价 的 系统 也 都 有 极限 环 ， 而 且 周 期 相同 。 当 场 有 微小 改 
变 时 ， 周 期 也 可 能 稍 有 变动 。 所 以 沿 航 限 环 运动 的 周期 即 令 对 于 
拓扑 等 价 伺 也 是 连续 变动 的 不 变量 ( 即 模 )。 为 了 和 小 开 这 类 模 ， 再 
引 人 一 个 比 按照 同 胚 分 类 的 更 钼 的 分 类 。 

定义 “两 动力 系统 称 为 拓扑 故道 等 价 如 果 存在 由 第 一 个 系统 
的 相 空 间 到 第 二 个 相 空 间 的 同 译 变 第 一 个 敌 统 的 有 向 相 曲 线 为 第 
二 个 有 向 相沿 线 。 这 时 不 需要 两 个 运动 在 相应 相 曲 线 上 的 协调 。 

ОЕШ ВАД, 若 将 动力 系统 按 轨道 稳定 性 分 类 就 不 
会 有 (高 散 的 ) 模 ， 至 少 是 对 “ 通 有 的 " 俏 况 即 赂 去 赔 化 的 情况 是 如 
в. 


р. 结构 稳定 性 的 最 终 定义 


Фм ж Сее > 1) 类 紧 兆 滑 流 形 ，" 为 M 上 的 C" 向 量 
场 (天 M 有 边缘 ,还 去 求 "不 切 于 边 )。 

如 果 向 量 场 。 在 С’ 空间 中 有 一 邻 域 ， 其 中 一 切 向 量 场 都 给 
出 与 原 系统 为 拓扑 轨道 等 价 的 系统 ， 而 且 实现 这 一 等 价 竹 的 同 胚 
хатаан, 9 (М, 0) 就 称 为 结构 稳定 系 综 。 


Е. 一 维 情况 
设 M 为 一 阐 周 。 其 上 的 向 量 场 由 周期 水 数 给 出 。 场 的 奇 点 
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即 此 函数 的 零点 。 РАЗНО ТЕ АЗЕ 0, ОКЕ 
同化 的 。 

定理 冲 周 上 的 向 量 场 当 且 仪 当 它 仅 有 非 赔 化 冰点 时 给 出 结 
构 稳 定 系统 。 

法 周 上 的 两 个 仪 有 非 赔 化 桨 点 的 向 量 场 当 且 仅 当 其 党 点 个 数 
相同 时 为 拓扑 轨道 等 价 。 

在 长 周 上 一 切 向 量 场 集合 中 ， 结 构 稳 定向 量 场 构 成 处 处 稠密 
开 集 。 

Е у. ДОТОР ЕАО Н. 368 
地 为 稳定 与 非 稳定 的 ， 方 程 + 一 ”(*) 的 一 切 非常 值 解 当 :一 + 
co 时 移 向 稳定 的 平衡 位 置 ， 而 当 :一 一 оо 时 趋向 不 稳定 的 平衡 
位 置 。 由 此 易 得 定理 中 的 所 有 论断 ， 但 有 一 个 例外 : 还 需 证 明 场 
中 一 切 奇 点 都 可 借助 场 的 任意 小 报 动 而 变 为 非 赔 化 的 。 

这 一 个 论断 利用 Sard 引 理 来 证 明 也 很 方便 。 

引 理 区间 [0,1] ЕЖА. 

如 将 此 区 闻 分 为 8 等 分 ， 并 取出 其 中 包含 有 临界 点 的 。 若 六 
充分 大 , 则 导 函 数 绝对 值 在 每 一 个 取出 的 小 区 闻 上 不 超过 C/N(C 
是 不 依赖 于 NN 的 常数 )。 所 以 ,每 一 个 取出 的 区 疗 之 象 长 度 不 超过 
C/N?. 用 长 为 2C/N* 的 区 间 材 盖 这 个 象 ,我 们 就 得 到 临界 值 集 用 
一 族 区 间 的 覆盖 ,其 长 度 不 超过 2С/М, р 

考虑 一 族 在 图 局 上 的 向 最 场 , 含 参数 e:z(x，s) 一 v(x) — в. 
这 时 zx 是 场 的 相应 于 5 值 的 赔 化 奇 点 ， 当 且 仪 当 6 是 v(x) 的 临 
я. 

但 是 一 切 临 界 值 构成 零 测度 染 , 所 以 存在 任意 小 的 非 临界 值 ， 
国定 非 临 界 值 s。 场 的 所 有 相应 于 参数 的 这 个 信 的 奇 点 都 是 非 赔 
化 的 。》> 
Е. 播 话 : бага 定理 


З. M 一 NN 是 任意 维 流 形 闻 的 光滑 映射 。 在 原 象 空间 中 
取 一 点 ,如 果 映 射 在 此 点 的 微分 的 象 之 维 数 小 于 象 空间 的 维 数 , 则 
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АНОН, ВАНЯ НЕКИЕ, 
жи А АОВ ЕА СОЮ о. 
Е 0, 定理 显 然 成 立 ;着 维 数 为 1 

ЕЕЕ. Фаза а т — т 时 定理 已 证 ， 现 在 

对 才 维 原 象 空间 来 证 明 此 定理 。 

2 АЯКСА. ВЕБЕ АКА 

射 的 所 有 1,……r 阶 导 数 光 为 0, 则 称 此 点 为 " 阶 平 组 点 .用 К, 

记 + 阶 平坦 点 的 集合 。 

з Ааа И KK 求证 根 应 临界 什 集 ( 即 КЧК) 
эхо. 

在 K\K, оар ИЕР, ИН 
表示 的 这 个 信号 数 是 8。 在 此 点 附近 可 以 取 刀 代 赫 е. ЮЖ 


坐标 ,而 保留 2, …，xn。 在 此 坐标 中 , Р 可 表 为 一 族 单 参数 的 由 
m 一 1 维 空间 到 # 一 1 维 空 间 的 光滑 映射 
fy жатт к) > hs fe ҺӘ 

国定 参数 f 之 值 为 <。 映射 + 诱导 出 原 象 空间 的 m 一 1 维 平 
面 天 一 。 到 象 空间 中 的 # 一 1 维 平面 和 一 < ЕН, 

由 归纳 假设 ,映射 |, 之 临界 值 委 在 象 空间 有 一 1 维 测度 0 
(对 m 一 1 维 原 象 定理 已 证 )， 由 Рабы: 定理 ,映射 J 临界 值 集 
对 “之 并 有 = 维 测度 0。 

但 _KNK: 的 位 于 此 点 附近 的 临界 点 集 的 象 包 含 在 这 个 并 中 ， 
ван ккк) 之 测度 为 0。 

4 ЖЕНИ КАК. 证 明 想 应 的 临界 值 集 СКА 

Ки) 测度 为 0. 
在 КАК ы 之 每 一 点 至 少 有 一 个 7 十 1 阶 偏 导数 非 0， 例 如 


2, 。 (在 适当 举 标 系 下 ) 是 用 的 某 个 + 阶 导数 。 


在 该 点 附近 集 КАК, 包含 在 光滑 的 省 一 1 维 起 曲面 8 一 0 
№. 集合 КАК 的 点 是 了 在 此 超 曲 面 上 限制 的 临界 点 ， 因 为 在 


"gl" 


К. 上 df 一 0。 由 假设 РЕНН ЕО ОЖ 
测度 0, 所 以 ККК, ь) 的 测度 为 0。 
5 最 后 对 充分 大 的 + 考 虞 ?平坦 临界 点 的 集 K,。 证 明 , 若 + 


为 此 ， 将 源 象 空间 (已 选 定局 部 坐标 ) 中 每 个 玫 维 立方 体 的 边 
NN 等 分 ,从 而 将 此 立方 体 分 为 N” 个 全 等 的 小 立方 体 , 并 且 将 其 中 
含有 К, 之 点 的 小 立方 体 取出 。 它 的 稼 不 超过 <(1AN)” (常数 
«ЖЕ М). ЭТИН КОЗ 2 ЛУЖИ, 
而 其 总 测度 不 超过 

"(1м)", 

甚至 当 所 有 N” 个 小 立方 体 均 被 取出 时 , 也 是 如 此 。 

当 > (т/а) 一 1 时 ， 如 果 №» co， 此 数 趋 于 0， 所 以 
mes (К,) = 0. 

将 一 切 临 界 点 的 集合 K 看 作 KK,，KAKis ШК, ©. 我 
们 已 证 明了 每 个 这 样 集合 的 象 测度 为 0。 所 以 一 急 临 界 值 尝 合 的 
测度 为 0。 > 


G， 二 维 球面 上 的 结构 稳定 系统 


在 转 到 高 于 一 维 的 相 空 间 上 的 系统 时 ， 我 们 首先 就 会 通 到 奇 
点 和 封闭 的 相 曲 线 。 

定义 ”向 县 场 的 麻 点 称 为 晓 化 的 ， 如 果 场 在 该 点 的 线性 化 
以 零 为 其 一 固有 值 。 

Ж 在场 有 小 的 变动 时 ， 非 晓 化 奇 点 不 会 消失 而 只 是 稍 有 
移动 (根据 隐 沙 数 定理 )。 反 之 , 赔 化 奇 点 在 场 有 小 变动 时 , 则 场 或 
省 分 枝 ( 即 分 裂 为 几 个 非 赔 化 再 点 )， 或 者 消失 。 记 以 结构 稳定 系 
统 的 所 有 奇 点 都 是 非 赔 化 的 。 

定义 ”向 量 场 的 封闭 相 曲 线 (环线 ) 称 为 晓 化 的 ， 如 果 1 是 
Роілсагё 映射 之 固有 值 ，Poincart 映射 即将 环线 的 一 条 横 截 直线 
映 为 自身 的 一 个 映射 ， 而 将 该 模 截 线 上 邻近 环线 的 一 点 洪 自 该 点 
发 出 的 相遇 线 映 为 该 相 曲 线 再 次 与 寞 截 线 的 交点 ( 见 图 72). 


ga" 


图 72 图 93 


注 。 非 晓 化 环线 在 场 的 微小 变动 下 不 会 消失 ,而 (根据 隐 函 
数 定理 ) 只 是 稍 许 移动 。 反 之 , 媒 化 的 环线 在 场 的 微小 变动 下 或 者 
分 核 (到 分 为 几 个 非 嫩 化 环线 )。 或 者 消失 。 记 以 结构 稳定 系统 的 
一 切 环线 都 是 非 赔 化 的 。 

汐 虑 二 维 曲面 上 的 向 量 场 。 在 二 维 情况 下 非 赔 化 奇 点 在 拓 提 
上 或 者 通 点 三 为 结 点 。 当 # 一 十 oo 时 ,趋向 通 点 的 相 曲线 称 为 通 
ЖИЛАЯ, 而 当 * 一 一 co 时 ， 趋 向 通 点 者 称 为 离 去 分 界线 
(873). 

定理 ”二 维 球面 上 的 向 量 场 由 结构 稳定 系统 给 出 ， 当 且 仅 当 
以 下 各 条 件 均 能 满足 

(1) 场 中 只 有 有 限 多 个 奇 点 

(2) 声 的 所 有 奇 点 均 为 非 嫉 化 的 : 

(3) 以 点 的 一 切 离 去 分 界线 均 非 进入 分 界线 ; 

(4) 场 中 只 有 有 限 个 封闭 相 曲 线 

(5) 一 切 封闭 根 曲 线 均 为 非 嵌 化 环线 2 

ш 车 (1) 一 (5) 中 只 要 有 ~- 被 破坏 ,系统 即 为 结构 不 稳定 
的 。 这 不 难 证 明 (图 74); 而 当 (1) 一 (5) 成 立时 ， 可 得 结构 稳定 
性 ,但 证 明 较 复杂 。 详 见 De Baggis [1], М. М. Peixoto，[i]。 


1) 这 一 定理 在 英 译 本 中 有 重 联 必 改 ， 条 件 《1) 一 (5) 改 为 以 下 四 个 条 件 : 
《1) 场 中 一 切 奇 点 都 是 非 匀 化 的 ; 
(2) 在 一 切 硼 点 处 ? 场 的 线性 党 分 的 固有 值 实 部 沟 非 0; 
(3) 与 原来 的 《32 相同 ; 
(0) 即 原 来 的 《57. 
плк 《4) 没有 . ИЯНЕ ТЕСТА ХАК — й 
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46-00 о-о 
DD ес 


图 74 

关于 平面 上 的 结构 稳定 系统 可 见 De Baggis [2]. М. 5. Pei- 
xoto, M. M. Peizxoto [1]。 

定理 ”二 维 球面 上 的 结构 稳定 向 量 场 狗 成 其 上 一 切 向 量 场 空 
闻 的 处 处 稠密 开 集 。 

此 定理 可 由 前 述 定理 得 出 。 

注 对 于 在 圆 城 中 的 不 切 于 边界 画 周 的 向 量 场 ， 也 有 类 似 的 
结果 成 立 。 


$1. 环 面 上 的 微分 方程 


ЖЕ Роіпсагё 和 Denjoy 关于 二 维 环 面 上 无 奇 点 向 
量 场 的 理论 ,特别 是 将 描述 所 有 的 结构 稳定 场 。 


А. 二 维 环 面 
# 维 环 面 7” 即 ”个 圆周 的 积 。 二 维 环 面 7 也 可 以 看 作 是 
一 正方 形 
{#9); 0< х5 21, 0< у 2а}, 
而 将 其 对 边 粘 直 来 (即将 点 《0，?) 5 (25, у) 以 及 (zx, 0) 与 <=» 
2=) 视 为 同一 点 , 图 75). 
二 维 环 面 7? 还 可 以 看 作 群 到 关于 子 群 2xZ 的 傍 系 集 
合 ， 2207 是 分 量 为 整数 冬 以 2 的 向 量 集合 : 
ТЭ 2/27 一 { (2,9) Є Remod 2x}, 
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= ш 


图 25 图 76 


这 样 ， 平 面 Е ЕКТ, НУЮЕИХЯК. ШЕЯ 
К-те 《图 76) 使 得 可 以 把 环 面 上 的 每 一 个 图 形 都 移 到 平面 上 
去 〈 而 且 重 复 无 穷 多 次 )。 环 面 上 的 光滑 函数 对 应 平面 上 光滑 的 ， 
周期 为 2= 的 函数 。 

对 应 于 平面 上 的 每 一 个 封闭 曲线 均 有 环 面 上 的 封闭 曲线 。 但 
其 送 不 真 ， 环 面 上 的 封闭 曲线 不 只 对 应 于 平面 上 的 封 闲 曲 线 ， 还 
有 了 映射 p:[0, 1] > №, 但 Ф(0) 一 (1)mod2x。 

这 时 , 若 p(1) 一 p(0) 的 坐标 为 (2xp，2x49)， 就 说 环 面 上 的 
т РРР АДЕН. 


В. 环 面 上 的 向 量 场 
环 面 上 的 每 一 个 向 量 场 在 平面 上 定义 了 一 个 对 两 个 坐标 均 以 
2= 为 局 期 的 场 。 反之， 对 应 于 平面 上 所 有 的 对 两 个 坐标 均 以 2= 


为 周期 的 场 , 均 有 环 面 上 的 一 个 场 。 
例 Е 


а, ў в 
а, В 为 常数 ,在 环 面 上 定义 了 无 奇 点 的 向 量 场 . 

定理 若 比 1 一 в/о 是 有 理 数 , 则 上 例 的 方程 在 环 面 上 的 
一 切 相 曲 线 都 是 封闭 的 ;而 若 4 是 无 理 数 , 则 这 些 曲 线 是 处 处 称 密 
的 。 

可 (1) 令 л-ру. ДЖ (5, у) КН Я 》 = 


. 9. 


гы-ю). Жаа 2 И э 0 29, 从 而 (к, 


У) — (х0 yo)mod 25, ВЕЛИ АННЕ. 

(2) 我 们 进一步 证 明 , 当 а 为 无 理 时 , 相 曲 线 在 环 面 上 均匀 分 
布 , 即 在 环 面 的 每 个 区 域 ? 中 停留 的 时 间 与 该 区 域 面积 成 正比 。 这 
特别 意味 着 ， 有 一 段 充分 长 的 相 曲 线 可 以 任 启 地 接近 于 环 曾 上 的 
任意 点 , 即 相 曲线 处 处 稍 密 。 > 


С. 均匀 分 布 


均匀 分 布 的 一 般 定义 如 下 。 
令 s 是 具有 辣 定 体积 元 素 的 紧 光 滑 流 形 M 上 的 向 量 场 (例如 
在 面积 元 素 为 drdy 的 环 面 上 的 场 )。 我 们 用 “(D) 表示 区 域 D 
的 体积 (面积 )。 
考虑 方程 * = ок) 的 具有 初始 值 > 的 解 p。 用 r(D, Т, 
ж) 记 使 得 +0) РОЙ 的 那些 时 间 值 s& [0，7] 集合 之 测 
Ж. - 
定义 В оа) ИИА, НЕЕ 
具有 分 片 光 滑 边界 的 区 域 D 有 
m 005 Т, ж) (р) 
ба т вм) 
定理 Ш 8/0 为 无 理 数 时 ,方程 Фа, у= 8 的 解 在 环 
而 上 均匀 分 布 。 
均匀 分 布 性 也 可 以 用 函数 的 时 间 平均 俩 来 定义 。 
设 了 是 M 上 的 通 数 (一 般 是 复 值 的 )。 
定义 ”极限 


lm 工作 
а Деда = fe) 


тэз 


称 为 函数 了 的 时 间 平 均值 《8 是 相 流 )。 
注 ”当然 ,这 种 极限 不 一 定 总 是 存在 ; 如 果 存 在 ， 则 一 般 地 


0) 这 里 “ 环 面 的 区 城 ?是 推 Jordan 可 浏 区域 ,例如 具有 分 跋 光滑 边界 的 区 域 . 
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ал. 
ЕЕ ар НЕЕ. 
定理 (平均 值 相等 定理 ) 。 对 无 理 的 1 一 fla, 任意 连续 
(或 至 少 为 Riemann АНДЫ}: T* 一 C 沿 环 面 上 的 方程 + 一 
а, ӯ В 之 解 的 时 间 平均 值 存在 ,不 依赖 于 初始 点 ， 而 且 等 于 其 
空间 平均 值 ; 


一 工 
Еф миа. 


者 取 f 为 集 D 的 特征 函数 (在 马 中 等 于 1 тр 0), 
可 由 此 定理 得 到 均 名 分布 定 理 ，P> 


р. 平均 值 相 等 定理 的 证 明 


Жош ба, 0) 的 向 量 。 这 时 以 < 为 初 秆 的 解 是 = 十 
см, 定理 的 结论 成 为 
ОА ад 

аа Барен о ЦЕЛИЯ, ВЯ 
数 分 最 的 向 是。 对 于 它们 ， 定 理 可 以 用 直接 计算 积分 来 证 明 。 令 
к 0, 我们 有 


т А т 
\ Анно de 一 еко | еби ду = 
о о 


ф коа, 


енк: 


(9) 


ЗНО АО. ЛТД А 96 0 的 сано ВНЕ 
ВИН 0. Вос БИЯ Е 0. МАО, о 一 1]， 它 
的 两 个 平均 信也 都 是 1， 故 对 环 面 调和 函数 定理 已 经 得 证 。 

由 球面 调 盘 数 的 平均 值 相 等 可 知 对 于 三 角 多 项 式 亦 然 : № 
性 组 合 的 平均 值 等 于 平均 值 的 同样 系数 的 线性 组 合 。 由 此 ， 对 于 
f 一 оов (&, =) 和 зіп (&，z)， 定 理 得 证 。 

现在 对 实 函 数 证 明 此 定理 ;然后 ,由 平均 依 的 线性 ， 即 可 对 复 
ЕЖЕ. ЗЕЕ 了 用 连续 函数 也 与 2 从 上 下 两 方 和 逼近 ; 


27 + 


[ечыет — 1]. 


2<}<0, В ф (8 一 Pdzdy/4m < в, ЕЖЕ о БЖ 


逼近 的 可 能 性 是 Riemann 可 积 函 数 的 特性 。 再 用 三 角 多 项 式 p， 
4 ЖЖЖЖ Р, 0, 使 得 lp 一 Pi < в, |9 — 91 <, 
用 р, & 记 这 些 三 角 多 项 式 的 自由 项 。 训 ，g 二 数 既 是 р, 
9 的 空间 也 是 时 间 平 均值 《因为 对 三 角 多 项 式 两 个 平均 值 根 等 ). 
于 是 了 的 空间 平均 值 р 夹 在 加 ， 之 闻 : 
Фо < Ф, Ф — Р < 36, 
Жр, ны аг Ш р, Ь 9 在 时 间 工 中 的 平均 值 ; 


1 {" 
Pr(z) — 12|, Рано йг, 等 等 


于 是 ру) < Ск) < 4) 对 任意 并 成 立 ， 而 对 充分 大 的 T 有 
ipr(z) 一 如 | в, 14:0) — Ф| < в, 
敬 对 充分 大 的 有 
МО) 一 四 < 68, № 


Е. 一 些 推论 


1 环 面 的 二 维 人 性 在 以 上 没有 起 作用 。 考虑 ” 维 环 面 上 的 方 
Я а-о, ЗЕТ", 如 果 存 在 非 0 的 整数 向 量 X, 6 (о, 0)—0, 
则 频率 向 量 % 称 为 共振 频率 向 量 。 

РО о 是非 共振 的 , 则 连续 (或 至 少 Riemann ЧО 
时 间 与 空间 平均 值 相等 , 且 解 为 均匀 分 布 。 

2 ， 由 均匀 分 布 定理 可 知 , 数 2* 的 首位 数 更 常 为 7 而 不 是 8. 
准确 些 说 ,用 МК) 记 使 得 2 的 首位 数 为 《 且 m < о НАК 
Ёл. Р 

lim М 88 — №7 
== Мю) 59 lg 

3 ”均匀 分 布 定理 的 发 现 是 受到 以 下 的 Lagrange 问题 的 启 
发 : 求 
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в = lm 1 arg Кх), 


其 中 
Ко = Ў? оен, 
&=1 


现在 引述 对 非 共振 向 量 w = (од, -…，ow-) 的 解 . 令 ”一 3。 这 
时 着 由 三 个 线段 《a4, ва, а) 可 以 作 一 个 三 角形 , 则 w 一 Хао / 
=, м 是 边 а, 的 对 角 。 
对 任意 的 *， 解 也 是 频率 wk 的 加 权 平 均 ;: о 一 ХУ. А5 
И’, 可 以 如 下 计算 . 记 环 (co …， аз 5) 为 由 原点 到 平面 与 边 形 之 
距离 小 于 的 概率 ,这 个 ， 边 形 的 边 长 是 a1,-… ,er， 而 边 的 方向 
是 随机 的 ,这 时 ИИ (ак) (2, 即 在 cb as 中 除去 at) 
证 明 可 见 Weyt [1]. 
Lagrange 是 这 样 遇见 以 上 癌 题 《平均 运动 阅 题 ) №; ЖЕ 
接 太 阳 和 行星 入 贺 轨 道 的 向 量 (他 称 之 为 Laplace НИЕ). 163855 
理论 的 一 级 近似 之 下 ，Laplace 向 量 在 行星 相互 引力 的 影响 下 ,其 
运动 正如 一 些 匀速 旋转 向 量 (数目 即行 星之 数目 ) 之 和 。 
Lagrange 计算 了 太阳 系 各 行星 的 频率 mt 与 振幅 ok， 发现 
除 地 球 和 金星 区 外 , 必 有 一 个 а 大 于 其 余 的 和 .所 以 Lagrange 
得 以 算出 地 球 和 人 金 旦 以 外 的 行星 近 只 点 的 平均 运动 。 对 于 地 球 和 
金星 ,都 有 好 几 项 具有 大 体 相 同和 的 振幅 , 直到 二 十 世纪 才 由 Bohl， 
Sierpinski 和 Н. Weyl 解决 了 问题 。 


Е. Роіпсагё 映射 和 角 函 数 


考虑 环 面 上 的 一 般 微分 方程 
ж = (а), ЄТ? 
о Н, 而且 oo з 0 СЕН ЕТК УАВ, ИЕ 
的 坐标 系 下 场 的 第 一 个 分 量 处 处 非 0( 见 С. Г. Siegel [1]); Ж 
难 作 出 没有 奇 点 ,但 有 环线 的 场 ,使 之 没有 这 样 的 坐标 系 )。 
现在 我 们 研究 具有 双 周 期 右 方 的 非 自治 方程 


4 
22 Е 
Ан. 
因为 它 的 右 方 是 有 界 的 ， 所 以 它 的 一 切 解 都 可 以 无 限 拓展 。 
定义 。 上 述 环 面 方程 的 Poincare Ш БШ у НЕЕ 
的 一 个 映射 , 而 将 点 (0, уо) 映 为 以 它 为 初 值 的 解 在 * 一 2x 时 
的 值 (И 77). 
ы 由 解 对 初 值 的 可 微 性 定理 ,Poincaré 
9 $ 决 射 是 可 微 的 且 有 局 期 的 性 质 : 4(y + 
а 2а) 一 А(у) + 2x; НЯ Л 也 是 可 
| 徽 的 。 这样，4 定 义 了 圆周 到 自身 的 映 
= 8+1. 也 可 以 把 Poincaré 映射 看 威 子午 
БЕА 线 到 其 自身 的 一 种 映射 ， 而 将 其 上 一 点 
机 为 过 此 点 的 积分 曲线 与 同一 子午 线 的 下 一 个 交点 。 
这 样 ， 研 究 环 面 上 积分 曲线 的 性 质 就 归结 为 研究 圆周 上 的 微 
分 同 凸 的 性 质 。 例 如 设 吏 局 上 一 个 微分 同 筹 有 不 动 点 。 这 时 环 面 
上 洗 闭 的 积分 曲线 。 反 之 则 不 正确 (例如 圆周 旋转 角 = )， 过 球面 
某 子午 线 上 一 个 定点 的 积分 曲线 为 闭 的 充分 必要 条 任 是 ， 该 点 是 
ААА, РРА УКК АЈА ХАН Ав. 
Poincare ШН — Е Н ВААР НОНО 
胚 ,所 以 它 可 以 写 为 
Ay 一 y 十 aly)， 其 中 а(у + 2=) 一 a(y), #0) > —1, 
我 们 将 称 函 数 。 为 角 函 数 。 


с. 旋转 数 
旋转 数 标志 了 环 末 上 方程 的 积分 曲线 之 平均 侧 率 。 对 于 最 简 
单 的 县 有 带 信 右 方 的 方程 这 一 4。 旋转 至 即 1 
定义 环 面 上 的 方程 作 = Их, 7) Не 


* 100。 


в lim 2. 


== Хх 


Ж рб) 是 相应 的 平面 上 方程 的 解 。 
旋转 数 可 以 用 角 函 数 表示 为 
1 lim 202+ #(45) + :+ a С) 
2m te А “ 
按 这 种 形式 ， 定 义 可 以 推广 到 圆周 上 的 任意 的 保持 定向 的 微 
ЗА. 
定理 旋转 数 定义 中 的 极限 恒 存在 , 且 与 初 值 无 关 ; 它 为 有 
理 数 当 且 仅 当 微分 同 压 的 某 次 矫 有 不 动 点 〔 即 当 且 仅 当 微分 方程 
有 闭 的 相 曲 线 )。 
41 考虑 一 点 ? 在 该 微分 同 是 寂 次 作用 下 的 旋转 角 。 记 它 


为 


ak(y) = ау) + а(4у) + (Жу) + + а(А у), 
ХЕРНЯ % 与 % 0: 
Лаку.) 一 абу) < 2а, 

事实 上 , 当 |y, | < 2z 时 不 等 式 成 立 ， 因 为 直线 上 的 变 
ДАТ A* 把 长 为 ?= 的 线段 变 为 长 为 2r МА. 但 函数 w 以 
2x 为 局 期 所 以 可 将 y 改变 3= 的 整数 倍 ， 使 y, 9 у, 的 距离 小 
于 2x 而 et(》%) ЖЖ, 

2. 令 т, 为 使 下 式 成 立 的 整数 ; 

Зат < a 0) < ть +1). 
今 证 对 任意 号 任意 学 整数 1 有 


zk Я "| < 


ЕНІ У 有 |а, (у) 一 2zmsl 之 4x， 所 以 
Ee | < 
| 


但 0). ВЕЛ ион, ур А, іе 0, ns 1 一 1 
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的 算术 平均 值 。 


3 用 а 记 区 间 [二 2， 至于 引 ， 我 们 已 证 明了 ,对 全 
1, ам 0012900 售 于 ma 中 。 今 证 对 于 不 同 的 ,区 逆 04 相识 


ЖЕ, 07 县 在 oi 中 又 在 中 。 


4. 于 是 wk 的 长 趋 于 0 而 县 彼此 相交 . 因此 它们 有 唯一 的 公 
共 点 ， 这 就 是 旋转 数 。 我 们 已 证 明了 ， 定义 旋转 数 的 极限 乙 存 在 
而 且 不 依赖 于 初 值 . 

5. 设 4 ЖИА Енке у; 于 是 在 直线 上 相应 点 在 ?次 
4 映射 之 下 位 移 2r 的 整数 倍 , 即 а, (у) 一 2zxp。 这 时 对 任意 上 有 
вабу) 一 2xp1， 所 以 旋转 数 是 有 理 数 m 一 274. 

6. 令 p= р/а, ЗЇ) У Ж а, (у) > 2яр, МИХ в > 
0 对 一 著 y 有 а, (у) > 2xp + в, 

但 这 时 p>> p/9。 若 对 一 切 ? а, (у) < 2ар, Ш МА 
р <Р/4. РЯ а, (у) 一 29р 会 变 号 。 从 而 存在 ?使 er(y) = 
zt 

ЗЕ, ЕНСЕ ЈАК, ИШ (у, у, лу) 的 次 序 
对 任意 y 都 和 旋转 一 个 角 ?zz 的 情况 一 样 。 事实 上 ， 当 且 仅 当 
p> р/а № а, (у) > 2яр. 

инж, ОРО НОНО ЛИСА РАННО И Е 
(我 们 记 作 ? Яд) ВОЗЕ, 


Н. 环 包 上 的 结构 稳定 方程 


环 面 上 最 简单 的 方程 * 一 о 无 论 % 是 共振 值 还 是 非 共 振 值 
都 是 结构 不 稳定 的 。 


定理 1 环 面 上 的 性 分 方 各 47. ~ да, у) ЖИВЕО 
ООН ИН АВНА, 


эщ А. Г. Майер СІ] 和 В. А. Плисе Ор. 
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и И 
命题 得 由 。 

定义 ЖОНШ 4: M ->M 的 4? 阶 循环 即 ? 个 点 (9, 
力 ,…-，409) ИРЕН буу, 循环 
эо ево, э 是 映射 ее ЖЕ A 
在 y 点 的 导数 的 固有 值 )。 

Ж 。 瞎 射 4? 在 同一 循环 的 不 同 点 处 的 导数 是 相似 的 ,所 以 
同一 街 环 的 所 有 的 点 同 为 弹 化 或 非 驱 化 的 

定理 2 。 圆周 上 保持 定向 的 微分 同 胚 是 结构 稳定 的 。 зн. 
仅 当 其 旋转 教 是 有 青 煞 而 且 其 一 切 循环 均 为 非 毁 化 的 ， 在 圆周 上 
保持 定向 的 一 切 二 次 可 微微 分 同 胚 空间 C? 中 。 结 构 稳定 微分 同 
环 构 成 一 处 处 稠密 的 开 集 . 
于 是 通 有 的 具有 有 理 旋转 数 的 微分 同 胚 的 构造 很 简单 : 映射 
的 拓扑 型 由 循环 的 个 数 决定 , 它 是 一 个 偶数 (因为 稳定 与 不 稳定 特 
环 的 点 交 共 出 现 )。 若 旋转 数 и 一 2/4， 划 一 切 循 环 的 阶 都 是 а. 
一 循环 的 各 点 在 圆周 上 的 次 序 和 旋转 角 2xt 这 个 映射 下 各 点 
的 次 序 相同 。 

定理 2 将 在 $ 11 了 中 证 明 。 除了 用 到 下 述 的 Denjoy МАЕ 
平凡 的 定理 (1932) 以 外 ,证 明 是 很 简单 的 

定理 3 ШЕЛ C* 类 保持 定向 的 微分 同 下 有 无 更 
的 旋转 数 x、 则 它 拓扑 等 价 于 图 周 上 旋转 一 个 角 2x 的 旋转 映 
对 


上 面 的 理论 应 归于 Poincaré (1885); Denjoy 的 定理 ,也 是 
Poincaré (对 右 方 为 三 角 多 项 式 的 方程 ) 以 猪 想 形式 提出 的 .Den- 
јоу 还 给 出 一 些 例子 说 明 不 能 用 C! К С", 


工 _Denjoy 定理 的 证 明 


人 1. 点 … Чу, у, 45, бу, ,是 圆周 上 映射 的 轨道 。 它 们 
的 次 序 和 旋转 2xp 的 轨道 上 各 点 的 次 序 相同 〈 见 $11F)。 所 以 ， 
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ЗАИР ОН АУ, у, Чь, ЕН 
ЗИЯ А ААГ КВА Н, Бру и у А ЯЗ КА 8:2 А06, 


2. ж лазерна, _ 则 此 弧 在 庶 用 


р 
ПИЯ ЕДА, БЬЮ. В 
弧 的 端点 属于 轨道 的 闭 包 。 所 以 它们 不 可 能 位 于 其 它 最 大 弧 内 ， 
即 是 说 ,任意 丙 个 相交 的 最 大 弧 必定 重合 、 但 车 最 大 缴 与 其 象 重 
合 , 则 其 端点 必 属 计 一 循环 而 与 & 之 无 理性 矛盾 。 

3. ЖИК иН, ЛИКЕ 如 与 47* 
ЕКО, зм оо 183 0, Й, АЛЕН 
! 的 Jacobi 行列 式 在 一 НОВОЕ 即 荐 记 


Lvdy =0, | owdy >0, 


(ЕЖЕ). 

4. ВЕ 2ли 的 轨道 之 点 的 序列 (ow, ms вы, 576), а, 
= ар, 

事实 上 ,考虑 弧 (а, о), 5 过 9， 其 长 5 Т оо 到 о, 之 距 
离 。 设 a ЕЩЕ. #7 <: Мы (ара), М 
о, 到 m 的 距离 小 于 8 而 与 ne 的 选取 矛盾 ， 若 "> +, ДД о, 
ЗЕ (оо, ов) Е, ЁК ”一 5> 4. 但 这 时 m 到 а, 的 距离 小 
于 2, ТЕ (©, вы) 中 没有 点 mw，r < 24, ВЕ. 

5. ЖЖ (у, 4,,---, 471) 和 (49， Чу), Ш 
4， 这 两 个 点 集 交错 排列 。 ТОЕ — ЕА НЕХ 
р 对 任意 点 ? 和 任意 在 $111 的 4 中 定义 的 g, Ж 

Z1(A'y) 一 HAY) < <1<4,0<1%9, 


бд (94) #% 它 是 有 界 变 差 函数 ， 因 为 4 是 СА 
№. М ИТ 4 选取 4, Ж 


Пим А Сау) тн. 
将 在 上 ， 地 


应 用 3 Schwarz 不 等 式 即 有 
(нон < wo wo > 


5. 关于 侈 周 上 结构 稳定 微分 同 耳 的 定理 之 证 明 
41. 若 有 两 个 保持 定向 的 避 周 上 的 第 分 同 卡 ， 具 有 相同 的 有 有 


理 旋 转 效 ， 并 且 种 环 的 数 自 也 相向 ， 则 当 所 有 的 街 环 罗 为 非典 化 


墅 ， 必 存在 一 个 同 压 将 第 一 个 微分 司 雄 变 为 第 二 个 
为 证 此 束 需 先 对 第 一 个 微分 同 且 的 茶 一 稳定 循环 之 点 对 应 以 
第 二 个 微分 同 下 的 任 一 稳定 循环 的 点 ， 再 令 其 相 邻 的 非 稳定 循环 


的 点 相对 应 ,如 此 以 往 使 所 有 循环 的 点 均 互 相对 应 ( 画 周 上 某 一 循 


环 中 各 点 的 次 序 如 同 旋转 所 成 的 次 序 }。 然后 用 下 面 的 很 容易 证 
明 的 引 理 将 此 对 应 拓展 到 相 邻 区 闻 上 去 : 
ЗКЕН аа ААА ИБ ЧЕН. 


数 定理 ). РЕНН, ИКЕА 
蒜 恒 为 结构 稳定 的 ( 见 1)、 

З.Н ИНОЕ, ЕТ, ВЕЗЕТ, 
ВАНО ОКИ ИВ. НИЕ 


Куч Еу +в, о. Е 
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Denjoy 定理 ,在 某 ( 非 光 滑 的 ) 坐 标 系 下 ,有 
х2 + 29р + (ж) „р> 0, 
所 以 振动 后 的 微分 同 胚 的 旋转 数 大 于 g。 во агза на 
ДНЕВНЫЕ, 事实 上 ，w р/а, ШВ. 

仅 当 应 用 4 次 微分 同 县 后 ,所 有 的 点 的 移动 均 小 于 29р, 这 个 性 质 
在 微分 同 钙 的 充分 小 变动 下 仍然 保持 。 

6. 具有 有 理 旋 转 数 的 微分 同 是 成 一 稠密 集 。 НИ, ЛАО 4, 
5 以 及 有 理 数 的 稠密 狂 即 可 得 此 . 

7. 县 有 有 理 族 转 数 的 敏 分 同 题 的 一切 循环 均 可 由 徽 分 同 肘 的 
каван. 

Я БЕЗАК ОЗ б дО ЧЕАЙ 
化 的 。 令 7 ЗЕЕ НИЈЕ Н а ЕН В-ВЫ, вх 
光滑 函数 ， 使 它 在 ?7 内 端点 的 小 邻 域 之 外 为 1， 而 在 了 之 外 为 
0. $ 4.0) 一 40) + se(7)。 它 的 旋转 数 仍 浊 , 因 为 循环 仍 被 
保存 。 令 4g 为 循环 的 阶 数 。 在 47 410) 与 4(y) +8 在 
AY 端点 的 邻 域外 相同 

在 Ат 上 对 函数 4005) 一 y 应 用 Зага 引 理 。 我 们 会 者 到 
ХЛОРА в, 4$ 在 AY 上 的 所 有 不 动 点 都 是 非 晓 化 的 。 另 
一 方面 映射 4. ИМЕЕМ 47 上 都 有 代表 元 。 所 以 , 觅 
射 4, ВНТ, р 
к. 讨论 

工 前 面 的 定理 造成 一 种 印象 ; ВЖЕ“ Жо 
有 理 的 旋转 数 ， 而 具有 无 理 旋转 数 的 微分 同 幅 只 是 例外 。 但 是 数 
值 试验 常 给 出 《至 少 丰 来 是 ) 处 处 称 窗 的 轨道 ， 汶 了 讨论 这 个 现 
象 、 我 们 著 卡 如 下 一 族 微 分 司 胚 

Мь: I >y а + esiny, «Е [6, 2x], Е 10, 1), 

Я (а, в) 平面 上 的 一 点 表示 一 个 微分 同 征 。 容易 看 到 旋转 数 为 
п = р/а 的 微分 同 凸 的 集合 将 以 一 对 光滑 曲线 为 界 , 而 4 越 大 ,这 
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一 对 曲线 将 以 越 尖 的 舌 形 趋向 。 一 08, ДЕНЬ 
窗 。 然 而 事实 是 ,参数 平面 相应 于 有 理 旋 转 数 的 点 集 的 测度 ,在 区 
ока, 006 2x 中 与 整个 区 域 的 测度 相 比 较 是 很 小 
的 (图 78)。 


w=0 


ГААГА 
$7 


因此 ,在 此 族 中 随意 取 一 个 具有 小 е 的 微分 同 胚 ,有 极 大 的 构 
率 具 有 无 理 的 旋转 数 

此 外 ， 类 似 的 结果 对 任意 解析 的 或 充分 光滑 的 近 于 旋转 的 一 
族 微分 同 胚 也 成 立 ， 例 如 对 Ну 十 a +00) 而 а 为 任意 解 
ВТЕ: е 很 小 ， 其 轨道 以 很 大 的 概率 为 处 处 秽 密 且 旋 转 数 是 
无 理 的 。 

2. 由 Denjoy 定 玛 ， 具 有 无 理 旋转 数 的 光滑 映射 拓 朴 等 价 于 
旋转 、 问 题 是 , 它 是 否 光滑 地 等 价 于 旋转 ， 

对 此 问题 的 回答 , 当 旋转 数 可 用 有 再 数 非 正常 快 地 光 近 时 ,是 
香 定 的 〈Finzi)。 对 旋转 光滑 等 价 的 问题 化 为 变换 的 不 变 测度 的 
光滑 性 问题 ， 若 族 转 数 是 有 理 的 , 则 不 变 测度 集中 在 个 别 点 上 .着 
旋转 数 可 用 分 母 不 太 大 的 有 理 数 极 很 侠 地 通 近 ， 则 其 不 变 测度 可 
以 由 集中 在 个 别 点 处 测度 通 近 得 如 此 快 , 以 至 于 它 相对 于 Lebes- 
gue 测度 韦 绝 对 连续 性 也 没有 。 所 以 不 能 把 Denjoy 定理 中 的 同 
ЕВА 

3. 从 度量 的 观点 看 来, 任 取 一 数 为 无 理 数 , 且 不 能 以 分 母 不 
赤 大 的 有 理 数 过 快 地 逼近 ,此 事 概率 为 1， 例 如 对 任意 s， 以 概率 
1 存在 C > 0， 使 对 任意 整数 p, 4 > 90。 有 
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所 以 产生 了 一 个 猜测 即 $11 К иене. 
我 们 提出 这 方面 的 两 个 结果 ; 

定理 ”对 几乎 所 有 的 &， 贺 局 上 充分 光滑 〔〈C: 或 更 高 类 ) 的 
Де 为 旋转 数 的 微分 同 且 都 光滑 等 价 于 旋转 角度 2 (Е. Нег- 
man，1976)。 

“几乎 所 有 " 即 指 旋 转 数 例外 集 的 Lebesgue 测度 为 0。 

在 Herman 的 定理 以 前 , 对 近 于 旋转 的 映射 已 有 类 似 的 定理 
和 以 下 结果 (1959 年 ,由 В. И. Арнолд #1 Л. Д. Meqanxna[11 在 
解析 情况 下 证 明 ; 而 在 1962，J. Мозег 又 在 光滑 情况 下 证 明 ): 

定理 ”在 充分 光 消 的 族 уу + а + ва(у) 中 ,在 区 域 0 
а< 22, 0 «ее 中 使 此 映射 不 能 用 微分 同 胚 化 为 旋转 的 《c， 
=) ЖЕ & ёт 9. 

这 定理 对 = 维 环 面 也 成 立 . 

这 些 结果 的 证 明 已 超 由 本 书 范围 ， 然 而 我 们 将 在 下 一 毁 中 对 
АНХ ВИННИ А. Н. Колмогоров 证 明 这 一 
类 定理 的 技巧 。 


і. 用 有 理 数 逼近 无 再 数 


Е 。 ”对 任意 无 理 数 w， 存 在 任意 精确 的 有 理 逼 近 ， 其 误 
差 小 于 分 母 平方 的 倒数 ; 


КЕ 


1. 
а. 
例如 ，z 可 以 用 分 子 分 母 均 为 三 位 数 的 有 理 分 数 届 近 到 误差 
为 百 万 分 之 一 数量 级 ，z = 355/113, 
在 证 明定 理 之 前 ， 先 指出 求 这 种 多 近 的 无 限 序列 的 几何 方法 
СЕРВЕ НЕА, ЗОЖ паса 算法 ) 
ЖА (+, у) 的 平 而 (图 79). 
作 直线 y 一 pax， 为 碧 定 起 见 令 6 > 0， 在 第 一 象限 标 出 所 
"108. 


м ?9 


ЯН, ИЖ ВОД 0 ДЬ, ВЕНЕ. 
考虑 在 此 象限 中 位 于 直线 一 侧 (其 “下 ”) 或 另 侧 (其 "上 ”) 的 整 点 的 
西 包 ( 为 了 作 这 些 凸 包 ,我 们 可 以 假设 一 条 位 于 此 直线 上 而 在 无 穷 
АЛЕНОВ, ЕВН ДУВЕ О 以 外 都 钉 上 一 
个 钉子 ， 向 下 (或 向 上 ) 拉 这 条 线 的 自由 端点 0。 这 时 这 条 线 将 能 
及 某 些 钉子 拉 直 ,这 样 构成 了 下 (上 ) 凸 包 的 边界 )， 这 样 作出 的 折 
线 的 顶点 就 是 无 理 数 的 所 求 的 汤 近 ， ЯЬ (р, 4) 是 一 个 
顶点 的 仍 标 ,分 获 р/а 识 称 为 的 收 化 分数， 可 证 , 洁 任 何 收 人 分 
数 ,有 


вл 
а^ м" 

为 了 证 明 这 个 不 等 式 ， 我们 用 另外 的 方法 来 描述 这 条 山 拆 线 
НОЕ. с 来 记 基 底 向 量 (1, 0)， 而 用 oo 记 向 量 (0, 1), 这 
些 向 量 位 于 直线 у 一 px 的 两 侧 。 我 们 再 按 以 下 规则 作出 向 量 序 
У: ©, ©, ``. ЕЗЕН еа. Ме, ПНА 
00. М ск. 加 上 е 的 若干 倍 使 其 和 恰好 与 е 位 于 у дя 
的 同 侧 . 

ХАНЕ Е А а 以 及 一 串 格 点 向 是 
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а 一 


в же + аде, - ``, Cati™ ёа А аце. 

ОЕ с, 就 是 这 其 个 凸 包 的 顶点 (上 边 的 相应 于 偶数 多 下边 
的 相应 于 奇数 Ю. 

引 理 向 量 (сн, с) 所 张 的 平行 四 边 形 面积 为 ( 计 及 定 
向 ) (一 1%. 

9 对 于 最 初 的 平行 四 边 形 《oo，e-,)， 这 是 显然 的 。 下 一 个 
平行 四 边 形 和 前 一 个 有 一 个 公共 边 和 相同 的 高 ， 但 给 出 平面 的 相 
反 的 定向 . № 

Же 。 用 与 pi 记 点 64 的 坐标 。 МЛН 
数 的 差 等 于 


Фа Рн 一 ср 
Gt к 491+ 
4 通 分 后 分 子 即 е. 与 ee 所 成 的 行列 式 。 从 而 等 于 平行 四 
边 形 的 有 向 面积 ， 
定理 之 证 ”向量 “交替 地 位 于 直线 y 一 pr 的 两 侧 , 
所 以 。 收 得 分数 交替 地 大 于 或 小 于 и, БИ 与 收敛 分 数 的 
АРЕНЕ ЛЕВ. НЕ, КЮ 
模 是 一 一 ， 它 不 大 于 14, Ч А20, 244. > 
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注 ” 数 om 称 为 不 完全 商 。 改 伍 分 数 可 以 用 不 完全 商 表 示 
如 下 ; 


ва +1 
Ч в, + 


- 1, 
9-а 


Ж+Ж, ВЫ 一 ЖУТ, 
О 7 4 
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$12. В ЕЖУ АНУ ХЕ 


在 本 节 中 用 А. Н. Колмогоров 的 修正 Newton 法 来 证 明 
ЭСТИ Н Ире, хи СЕНЕ 
且 有 几乎 任意 的 旋转 数 。 


А. 定理 的 陈述 


用 п, 记 带 形 |Imyi < p。 对 于 总 带 中 的 有 界 全 纯 落 数 a， 
记 lel = ѕир[а(у) |, y €IH,, 

ФЕН, К> 0, o> 0。 ЗПР ЈЕ (К, с) 型 的 
数 ,如 果 对 任意 的 整数 上 和 1570, 有 


[=> клер. 


定理 ”存在 这 样 的 依赖 于 K, о, о 0 62 0， 使 得 落 “ 
是 以 2x 为 周期 的 解析 函数 而 在 实 轴 上 取 实 值 ，loj。 < s， 而 且 
变换 


yH->y》 十 2zrp + а(у) 
ВВ ЕКА АИК, ЕОС (К, с) 型 的 x， 则 此 微分 
同 胚 解 析 等 价 于 旋转 角 25, 


в. 同调 方程 
用 如 记 旋转 一 个 角度 2xx，H 表示 变 此 旋转 为 4 的 微分 同 
№; 即 是 说 下 图 是 可 交换 的 ; 
в в 


nt 人 五 
опа 


即 Ни 一 АН. 
ЖЕНЕ Hz = М), Ка + 2я) = ВС), ПНВ 
数 方程 
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Elst и) - 0а) = а= +80) ). 

若 4 与 旋转 相差 甚 小 , 则 。 也 很 小。 自然 可 以 设想 ,* 也 是 同 
阶 的 小 量 。 这 时 olz 十 hz)) 与 a(z) Е о 更 高 阶 的 小 
和 量 ， 所 以 可 得 到 “在 一 次 近似 下 ”所 满足 的 方程 

Ва + 29р) — hs) = а(ж). 

这 个 线性 方程 称 为 同调 方程. 

Ж 我们 可 以 把 所 有 微分 同 昧 4 的 集合 看 作 一 个 “无 限 维 
流 形 ”, 而 且 有 微分 同 胚 互 所 成 的 “无限 维 群 "作用 于 其 上 上。 这 时 可 
把 函数 а Е АУТА Е Ы лай ИАС, Па л ЕВЕ 
单位 元 上 的 切 向 量 、 

用 这 样 的 名 词 ,同调 方程 有 如 下 的 意义 ，。 РЛ И АКИ 
用 下 轨道 之 切 空 间 , 当 且 仅 当 关于 4 的 同调 方程 可 解 。 


С. 同调 方程 的 形式 解 


ЗЕ ПРАЗ о 和 未 知 通 数 4 都 展开 为 Fourier 级 数 
а(х) == Barets, h(x) 一 Убей, 


比较 ое 的 系数 , 即 得 
ы 


тан 1 


欲 使 方程 可 解 , 其 分 母 内 能 与 分 子 同 时 为 0。 特别 地 ,车 оозе 
0 ， 则 同调 方程 不 可 解 ， 若 m 一 0， 且 旋转 数 上 是 无 理 数 ,上 述 公 
式 给 出 了 同调 方程 在 形式 Fourier 级 数 类 中 的 解 。 为 得 其 真 解 ， 
必须 研究 此 级 数 的 收敛 性 。 


ЮО. 解析 函数 的 Fourier ЖИ 
下 理 : Р 2 ХАРА, БЕ п, 中 解析 ,在 其 
闭 包 上 连续 ,而且 №, < M ， 则 其 Fourier 系数 按 几 何 数 列 下 


Ме 
Ма Мете, 


ЧЕ, 
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= ф коеиыы, 


> 0, НАНА —2. НУВ 
边 的 积分 相等 ,所 以 积分 值 不 变 。 于 是 


О Ды) мет, 


二 0 时 ,内需 向 上 移动 ip 即 可 。 > 
引 理 2 ж Метке, ДЙ р Хде Ж П, 
中 解析 ,而 且 
П. < 4М/8, Ж а <р, 2 <1, 
Ж. АП < Менее — М Хет 


2м е9) <и. Bp 


注 。 对 于 * 元 函数 , 引 理 1 仍 成 立 , 引 理 2 中 的 4M /8 应 换 为 
СМ |5", С = С(п) 是 不 依赖 于 8 和 的 常数 。 


Е. 小 分 母 

求解 同调 方程 时 需 将 右 方 的 Fourier 系数 除 以 or 小 — 1, 
Зв езшдк, дра де 0 时 它们 均 不 为 0。 然而 其 中 的 某 些 将 
非常 搂 近 于 О, ШЗ, ЕК Е 2/9, НЕХ 
|«-2| < М4, 9 可 任意 大 《一 4 МД оне Ва 


常 小 。 
然而 这 些小 分 母 以 概率 1 可 以 用 有 的 寡人 下 方 来 估计 。 
引 理 3 Ф020, 对 几乎 一 切实 数 x 均 存在 К = К(а, 
0) > 0， 使 得 对 一 团 整数 与 4 为 0， 均 有 
22| к 
| "Па | ре" 
«КИ 10, 1] 上 使 上 式 不 成 立 (对 固定 的 P，9: К, о) 
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的 pa。 这 些 数 构成 长 度 不 超过 ты а И 


一 切 值 (9 > 0, К, о 固定 ) 时 ,其 并 集 总 长 度 不 赵 过 20/0, 对 
4 求 和 即 得 测度 不 超过 CK 的 集 ，C = 250799 < co。 因此 使 
引 理 中 的 K 不 存在 的 数 ие [0, 1] 之 尝 合 将 由 测度 任意 小 的 集 
ЖЕ. ПЕНИЕ 0《 在 区 间 [0, 1] 中 如 此 ， 对 所 有 实数 
而 言 也 是 如 此 )。 > 

注 满足 以 上 不 等 式 的 数 上 在 5 12 АТР (К, с) 型 


对 于 (K 0) ДИ» ВЮ 
ея — | 2 К/(2[4|*°) США > 0), 


4 事实 上 , Ка 到 最 近 整 数 的 距离 可 用 К |} *° 从 下 方 估计 ， 
而 单位 圆 的 纺 长 不 短 于 其 所 张 的 劣 弧 除 以 <。 № 


Е. 同调 方程 的 研究 


令 “ 为 以 2 为 思 期 的 解析 函数 且 平 均值 为 0. 

54 。 对 几乎 所 有 “ 同 谓 方程 有 周期 为 ?< 的 解析 解 〈 若 
“为 实 函 数 时 ,有 实 解 )。 存 在 一 常数 ， 一 v(K, а) > 0， 使 着 4 
Я (К, о) 型 的 ， 则 对 任意 小 于 2 的 5> 9, 以 及 任意 的 p 二 
1/2, 有 


Males < eles 
注 由。 变 到 将 使 函数 性 质变 坏 , 但 不 其 于 微分 z 次 .由 
Taylor 系数 的 Cauchy 估计 有 |||, «сіл, 注意 到 


这 一 点 是 有 好 处 的 .不 顾及 函数 微分 1»| 次 后 的 变 坏 ,可 以 说 同调 
方程 的 解 # 与 其 右 方 * 是 同 阶 小 量 。 

41. 由 引 理 1, 若 1а, 和 М, а < Мете, 

2 因为 上 是 (К, с) МУ Il 所 2Me А/К, 

З. 函数 ze (zx 20) 在 点 x = m/c 取 最 大 值 。 所 以 对 任 
意 ce> 0，z>0， 有 хте Са", С=(т|е)". 因此 对 任 
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Ж а> 0, 有 
Ее < Сат", т 1 а, 
4. 所 以 | 及 | Ме о902СКта", НВ 2, ПА]. < 
РМ, р = 8С|Ко"(8 —а). Н а- 0/2, Чу 充分 大 时 ， 因 
8 < 172， 而 有 九 不 超过 2°. р 


С. 逐次 逼近 的 作法 

我 们 来 求解 右 方 为 了 一 a 一 a ЖИЛИ (а 是 a 的 平均 
值 )。 记 解 为 太 ， 用 公式 Ни 一 = 十 (н) 来 定义 映射 Но, (ЕВА 
射 4, = Hr'oeAoHo， 再 由 关系 式 Да 一 z 十 ?rp (ЖЕ 
函数 =. 

换言之 ， 我 们 在 圆周 上 引信 了 新 坐标 (а 一 Ho(z,))， 并 用 
新 坐标 表 出 了 映射 4。 得 出 了 映射 > 44x,。 它 与 旋转 一 个 角 
?2zp 相差 一 个 “不 匹配 量 ”a'。 

再 从 么 而 不 是 4 出 发 ,可 用 同样 作法 作出 以 下 各 次 通过， 作 
БЫЗ Н,, 45» А = НГодьНь, 

ЖВЧВАГ— 98 Н.. ЖЗ О, — Ноно ---6Н, а, 
我 们 有 4. 一 оло. 

事实 是 : щих (К, с) 型 数 而 且 161, 充分 小 时 ,序列 е. 
ЖСК. 其 极限 变换 ин 
旋转 一 个 角 2а, 


Н. 一 次 近似 后 不 苞 配 重 的 估计 
引 理 5 。 存在 只 依赖 于 K,o 的 常数 X。2 > 0, ИХ 
1 
(0,p) (2 <1) еже, 有 
аї, «в Пећ, < а, 


注 这 意味 着 , 在 第 一 次 变量 变换 后 ， 不 匹配 量 а 和 原来 的 
与 旋转 的 差异 a 相 比 是 二 阶 小 量 《〈 不 计 其 型 由 于 1 次 微分 而 得 的 
恶化 )， 因 此 ,在 上 而 的 逐步 逼近 格式 中 ， 下 一 次 逼近 的 误差 是 前 
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一 次 误差 的 平方 级 的 。=” 次 逼近 后 , 即 得 se” 级 的 误差 ,这 里 s 是 


初始 ( 零 次 ) 近 似 的 误差 。 


这 类 收 化 性 , 正 是 Newton 切线 法 (图 80) 的 特征 ,使 我 们 能 
克服 每 一 步 所 出 现 的 小 分 母 (就 是 使 销 况 恶化 的 因子 57") 的 影响 . 
这 种 处 理 小 分 母 的 方法 是 A. Н. Колмогоров 于 1954 年 发 明 的 . 


ЖЕ, ПН. 
5.1 = 


Е 30 
41° 30% Си (或 R*) фр, #:0 —> С" (8 В") 是 


sup МС < 1. 


这 时 变 * 为 x 十 h(x) 的 歇 射 五 是 由 2 到 на ЕК. 


4 ,Cx) ВЕРЕ, ВНИИ, 由 于 
1 之 9 过 1 且 避 为 是 区 域 , 故 为 压缩 映射 。 所 以 两 个 不 同 点 


在 瑞 射 如 下 的 位 移 之 差 小 于 它们 的 距离 , 故 它们 的 象 也 不 同 , 即 是 


说 妃 是 1 对 1 的 。 
29 ЗЕ» зр, 
45 la < M = а", 

ОЕ 的 定理 ， 有 ЦА, 

Е 

Паг 


映射 4 在 带 п, Т. 
于 是 ta =м, НЯ, < 2м. 由 
之 2Ma™*。 于 是 


< 2Mo +t, 


а-2а 


В а= 618, их 充分 大 , 则 由 前 面 的 不 等 式 ,有 


lalls Зо, 1А 


ав, 
ды е 


| ~ 
о-да 


于 是 由 1° н, Е п. БВА, НП, 
现在 ВП, С Пон ФОНЫ, аСП, азза П, за, 因此 微 
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ЭТЖ НГ 在 ФНП, 上 有 定义 ， 即 是 说 映射 4 = Но АН 
ЧЕН, 中 解析 并 在 其 上 为 微分 同 胚 。 护 

3” 我们 来 估计 不 匹配 量 *'。 和 定义 全 的 可 交换 图 式 给 出 

з 22а + аж) + (а + 2ти + аш) =.) 

+ 2а + а(= + №(а)), 
出 同调 方程 有 
аж) = [абе ++ №) — в(+)] — (= + 28а 
+ 4 (2) ) — Аа + 2) ] + в. 

可 以 用 中 值 定理 和 Cauchy 不等式 来 估计 第 一 个 方 括号 ,由 2°, 
有 


Кеба + #27) 一 (oj < м ПР), < мт, 


常数 “只 依赖 于 >。 即 只 依赖 于 天 和 е, 

第 二 个 方 括号 可 类 似 地 估计 : 

Пьем ча |. 
所 以 
Мач, 00 М0) < |а|, + М8", bP 

49 现在 估计 1ao1。 我 们 和 用 4 与 4 的 旋转 数 均 为 2xp。 

ФЕНА а 4909 а ж 0. Дз А аЧя) 的 公 
式 . 我 们 得 出 ао == а(ао) 一 oss 十 (5), 从 而 11 < м7" 
(3°). > 

5° 由 3°, 4? 中 的 估计 ,可 知 ав < 4М18-*. р 


1 ДЕЯ 
19 我 们 将 在 半径 为 p。( 它 随 » 的 增加 而 减 小 : ое о, p, 一 
©». 一 9) 的 带 上 考 菩 第 # 步 近似 中 作出 的 映射 4,。 
我 们 取 如 下 逐步 缩小 的 数列 6。: 
в.в, & < 12. 
这 时 对 充分 小 的 6 将 有 2.8. < р/2. 
2° 作 数 列 м: 
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м. - 80. 
对 充分 大 ,并 将 在 以 下 渤 定 (只 依赖 于 天 和 9) .注意 ,M。 = МЗ, 
з 像 设 jel < Ме. 我 们 证 明 Па", «м. 
«вез, ж М> х, М 
По, < Ма? = 80972, 
Е №222, Ша зр — 9", БМА 22 和 X， 这 时 可 
得 


Пец, < ау = Ме 
Но о 亦 与 此 类 似 .> 
4° 今 证 乘积 27. = HoHio……oH。 在 Ни ЦИ 
НИ Н, 在 п», ана 


т | аа 


网 2° 第 三 段 ). 
完全 同样 对 于 Н, 可 得 
fl, «а... | | 8... 


因此 7. 在 也 。 中 解析 :其 导数 上 下 分 别 界 于 с-Па +20 
和 “= Па — 8%). 
н, 27, Е П,, ЕЖА, Н.Н 26. 在 
П.л ФА. ЗЕ 
ПЕ, — 26 „ео < СДА, < Сг, 
， Я 27 ЕЯ Г. 的 极限 。 在 式 Чо, = Фрол, Ш 
求 极限 可 得 40077 — оц, и 是 旋转 一 个 角 2л, Еф. № 


Ј. 注 记 
1° Ј. Moser ЗЯ, 将 上 述 逼 近 与 Nash 的 光滑 化 手续 结合 
起 来 可 以 在 有 限 光 澳 性 情况 下 证 明 类 似 定理 ( 见 J. Moser[ 1]). 


在 Moser 最 初 的 工作 中 要 求 几 百 阶 的 可 微 性 。 由 于 Moser 
和 Russmann 进一步 的 努力 ， 导 获 的 阶 数 降低 了 【〔〈 见 Н. Russ- 
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тапи (17. 

2° 在 高 维 情况 不 能 定义 旋转 数 , 但 在 о 很 小 的 映射 族 y 上 > 
3 十 十 aby)， УЄТ' 中 ,对 大 多 数 “映射 光滑 等 价 于 平移 yF > 
? 十 ?rz。 竺 别 是 对 于 解析 族 上 > у 十 c 十 ect(y) 十 etaa(yJ 十 …， 
则 对 几乎 每 一 个 都 存在 解析 函数 <(s) 一 2xp 十 ви, 十 …, 使 
得 映射 ?上 > у абе) + вау) 十 "… 在 解析 变换 ?一 了 十 
24. (ж) 十 … 下 变 为 ?上 > 》 20. 

比较 8 的 同 次 客 ， 即 可 得 出 系数 有 h,…--。 但 这 样 得 到 的 8 的 
级 数 的 收敛 性 只 能 用 Newron 逼近 间接 地 得 出 

зо 看 来 似乎 可 能 有 : 局 的 解析 同 胚 解析 等 价 于 无 理 的 旋 
转 当 且 仅 当 这 个 微分 同 胚 的 各 次 畦 的 不 动 点 不 聚集 在 实 轴 上 . 也 
可 以 设想 对 于 某 些 可 用 有 理 数 和 逼近 得 异常 好 的 无 理 数 pn。 $129 
的 2° 中 的 函数 w(e) 甚 至 不 光滑 ( 即 令 在 一 维 情况 下 也 是 这 样 )， 


$13. 双 曲 理论 初步 


在 本 节 中 将 证 明 Аносов 关于 环 面 的 自 同 构 的 结构 稳定 性 的 
定理 以 及 Grobman-Hartman 关于 鞍点 的 结构 稳定 性 的 定理 。 


А. 最 简单 的 例 : 环 面 的 线性 自 同 构 


具有 高 维 相 空间 的 微分 方程 定义 了 很 大 一 类 结构 稳定 系统 ， 
其 中 每 一 条 相 旧 线 位 于 相 邻 相 曲 线 之 间 ， 就 如 同 较 点 位 于 相 邻 双 
线 之 间 一 样 ， 我们 从 最 简单 的 例子 开始 (图 81). 
考虑 环 面 т? 的 自 同 构 4， 它 是 由 平面 上 的 整数 元 么 模 《〈 即 
行列 式 为 1) 矩阵 
21 
“一 ( 1 1 ) 


给 出 的 格 点 2907 在 4 作用 之 下 仍 变 为 自身 。 所 以 平面 上 的 
等 价 ( 即 mod2z 为 合同 的 ) 点 仍 变 为 等 价 点 。 所 以 4 定义 了 环 
ЕЕ АЯ! 4。 因为 de! 4 一 1， 所 以 道 矩 阵 也 是 整数 元 


‚Из. 


的 ， 所 以 4 是 环 面 到 自身 的 自 同 构 。 此 外 ，-4 还 是 群 T= RR/ 
222 的 自 同 构 。 


5, 


В. 环 面 自 同 构 的 性 质 


如 果 肌 射 4 犯 一 个 有 限 集 循环 地 重 排 ， 这 个 有 限 集 就 称 为 了 
бвр. 
定理 1 环 面 的 自 同 构 4 具有 可 数 个 循环 。 当 且 仅 当 一 点 的 
两 个 坐标 都 是 2x 的 有 理 倍 数 时 ,它们 才 是 4 的 稍 环 中 的 点 . 
41° 固定 整数 N， 环 面 上 坐标 为 2x 的 有 理 数 倍 ( 且 此 有 理 
数 分 母 为 N) 的 点 成 一 有 限 集 ，4 变 此 集 为 自身 ， 因 此 此 集中 的 
点 均 属 于 循环 。 
2° 令 а 为 阶 数 ”之 ! 的 循环 中 之 点 ， 这 时 ДЕ 一 上 十 mn 
如 为 整 效 向 量 。 所 得 的 关于 的 线性 方程 行列 式 非 0， 所 以 的 
分 量 是 有 理 数 。》> 
定理 2 自 同 构 4 的 选 代 将 任意 区 域 G 均 多 地 “涂抹 ” 在 环 而 
上 : 即 对 任意 区 域 G 有 
lim mes (А"Р)ПС _ mesG 
mm тез Р тез Т" 
4 的 这 个 性 质 称 为 混合 性 ; 它 对 任意 可 测 集 FF 与 G б. 
本 这 个 关系 可 用 环 面 上 的 函数 表示 为 
lim(A"*4, 8) = Ба, Ла, D， 
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其 中 
ии) = нб) Са, (АР = КА", 


现在 令 f 为 指数 函数 ，f 一 er9"， 这 时 4"*f В, 
ПНА р’ ер. 9 рое 0, А Р 在 4" 作用 下 的 轨道 
是 无 穷 的 。 所 以 对 任意 的 指数 函数 g 一 еее, 
ба СА" 2) ~ 0. 

用 指数 函数 之 和 对 了 与 & 作 平 方 平均 盟 近 即 可 ，> 

混合 性 质 的 另 一 个 更 有 启发 的 证 明 { 但 较 难 准确 进行 ) 如 下 。 

定理 3 ”在 环 电 上 存在 两 个 对 自 同 构 АЖ. © 
们 的 积分 曲线 各 在 环 面 上 竺 密 。 自 同 构 4 将 第 一 个 场 的 积分 曲线 


放大 1 之! 倍 而 仍 为 该 场 的 积分 曲线 ,将 第 二 个 方向 场 的 积分 昌 
线 缩 小 2 倍 (图 82)。 


ны 


ЧЕ А 的 固有 值 4 一 (3 十 5/2. 很 显然 > 
1 > 1, 而且 а, д, 都 是 无 理 数 。 考虑 平面 上 所 有 平行 于 变换 
4 的 第 一 个 固有 向 量 的 直线 . 因为 а 是 无 理 的 。 固 有 向 量 的 两 
个 分 量 不 可 公约 。 所 以 此 族 中 的 直线 决定 环 面 上 一 族 处 处 稠密 的 
围绕 线 。 平面 变换 4 将 此 族 中 的 直线 放大 в > 1 倍 而 仍 为 族 
中 的 直线 。 所 以 环 面 变换 把 这 族 围绕 线 用 同样 的 倍 效 放大 为 族 中 


同样 ,第 二 个 固有 方向 定义 奈 编 叶 屋 构 造 ， 
现在 沽 起 平面 区 域 在 平面 变换 4“ 下 的 象 ， 这 个 变换 定 


+121 * 


义 一 个 双 曲 旋 续 ,在 第 一 个 周 有 方 向 上 放大 м 倍 , 而 在 另 一 个 固 
有 方向 上 缩小 М 倍 。 所 以 当 ”很 大 时 ,区 域 有 的 象 是 洛 第 一 个 
闭 有 方向 的 获 长 带 形 、 从 而 球面 的 区 域 F 在 变换 4" 下 的 象 也 
是 一 个 狭长 带 形 , 它 接近 于 具有 非 共振 向 量 w 的 方程 го МН 
线 上 很 长 的 一 段 。 这 意味 着 当 л МА, Ж 4"F 会 与 环 面 上 任 
意 区 域 G 相 交 ; 用 这 样 的 证 法 ， 不 费 什么 力气 就 可 以 得 出 混合 性 
ж. 


С. 环 面 的 自 同 构 的 结构 稳定 性 


在 六 十 年 代 发 现 了 一 个 惊人 的 事实 ， 它 是 近 几 十 年 来 微分 方 
程 理 论 中 最 重要 的 成 就 之 一 。 这 就 是 ， 上 面 讲 的 环 面 自 同 构 在 环 
面 的 所 有 微分 同 是 类 中 是 结 雹 秀 定 的 、 特 别 是 ， 所 有 充分 接近 于 
4 的 微分 同 是 都 有 可 数 多 个 循环 与 处 处 稠密 的 周期 点 。 


Аносов 定理 ”由 和 矩阵 “ !) 所 给 出 的 环 面 的 自 同 构 4: 


Т-ТА С 拓扑 下 是 结构 稳定 的 。 换言之 ,每 一 个 连同 一 阶 
导数 都 充分 接近 于 4 КОНИ в 都 可 借助 于 一 个 同 胚 态 而 共 思 
于 4, 即 B=H''oAoH. 

注 . 车 足 够 接近 а, ШАН ГАМЕ ВЗЬТІЕ 
射 , 但 一 般 不 可 能 光滑 。 

Аносов 定理 指出 ,对 有 高 维 相 空间 的 系统 ， 相 上 曲线 的 福 态 可 
能 不 是 被 吸引 到 稳定 平衡 位 置 或 闭 的 环线 ， 但 在 小 报 动 之 下 仍 不 
改变 ， 这 一 点 与 二 维 球 面 或 环 面 上 的 向 量 场 不 同 。 动力 系统 的 这 
种 性 态 比 自 振动 更 为 复杂 ,其 物理 沪 义 将 在 区 下 讨论 。Aaocoe 定 
理 的 证 明 见 $ 13,，D 一 和 


о. 向 调 方 程 


Ж—НИ Н, Н(х) 一 x 十 h(x)，、 使 得 下 图 式 为 可 交换 
的 : 
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2 2. в 


н 1 { н, 

ГУ — В 
其 中 (x3 = Ах 十 Кк), РАЯ = 以 2z 为 局 期 。 

由 上 图 可 得 # 的 非 线性 方程 满足 ; 

(Ах) — Ак) = f(x + в). 
设 函 数 了 很 小 ,4 Г ИА. 从 而 若 将 右 方 换 为 1(x)， 

邑 舍 去 "二 阶 小 基 "“， 可 以 得 到 线性 化 的 方程 ,已 称 为 同调 方 稚 
Ак) 一 Ак) = (9). 


Е 局 调 方程 之 解 
同调 方程 的 左 方 对 是 线性 的 、 用 工 家 示 变 有 为 同调 方程 左 
方 的 线性 算 子 。 同调 方程 的 解 形 如 = 27У, ЯЛЕ 2 
可 道 即 可 。 
引 至 1 ” 环 画 上 的 向 量 场 空间 可 分 为 两 个 子 空间 的 直 和 ， 
ЕЕ. 
站 平行 于 4 的 第 一 、 二 个 国有 方向 的 向 量 场 空间 在 此 变换 下 
都 不 变 ， 而 每 一 个 向 量 场 又 部 可 以 唯一 地 分 解 为 指向 闻 有 方向 的 
向 量 场 之 和 . р 
Фр Һа ре А ће + е, 为 与 二 的 分 解 ， 这 时 
同调 方程 可 以 化 为 方程 组 
页 (4x) 一 МА, (а) == 00), 
ja(4z) 一 А.к) = 6), 
ЗН ар ь=а 是 固有 值 . 
考虑 环 面 上 连续 函数 空间 上 的 算 子 5， 其 定义 是 对 变 元 作用 
以 变 元 平移 算 子 4, 即 定义 5 Я 
(Sg) (к) = ЕС), 181 = ОЕ 874) = 1。 
宫调 方程 可 以 写 为 
(5-Е, = i=1, 2, 
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ЕЖЕЙ. 
令 i 一 J。 这 时 
[Ce 
因为 1< 1， і 181 一 1， 所 以 北 算 子 是 存在 的 ,而 且 
105 = АЕ) |< 27(L — 4). 
ЕГЕТ 
(5 — АВ) SE — А570) == SF + А5 
48а 25), 5 аву «Иа а). 

ЖМИ Г 存在, 而且 Ч < 1/01 — А). 同调 方程 于 是 解 


Е. ЖН РЕА 


5$ 13， 卫 中 的 非 线性 函数 方程 现在 可 用 简单 的 压缩 映 象 原理 
иш. 令 
Ф(0) (в) = КЕ) — Ка). 
则 此 函数 方程 可 写 为 
ГА == ФЬ Аф, А = ЕАН LY. 
引 理 2 ЖР С 范 数 充分 小 ， 则 算 子 ІФ 是 C" 空间 
的 压缩 映射 。 
4 只 希 证 明 非 线性 算 子 @ 满足 一 个 具有 小 常数 的 Lipschitz 
条 件 即 可 。 事实 上 ,由 $ 13, 下 有 
ФА LT GR) < Фа — BEN — А), 
男 一 方面 
ПФ 一 ФР] = шах |50 Ьа) — flx + BC) 
< Паја: — #1. 
所 以 . 当 а 1 а В, Я Ыф ВЕ. р 
在 此 条 件 下 可 解 出 方程 ,并 作出 了 如 


С. ВНЕ 
Эрнан. 
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45р с 度量 下 很 小 , 映射 НЕЕ НИИ. © 
只 知道 下 在 С° ЕР. ВАА, ЗЕЯ 4 ЖИ: 
Ж, НО) = НО), Я +=. 

事实 上 ， 在 平面 上 BA ~ А4, ВД 六 44 = ВАУ, 而 一 般 
地 有 Й4°х = НА". 但 四 4 ЮЖН, 4х 与 УЕ 
ЗЕ 05 9, 则 或 当 一 十 co、 或 当 пә 一 co НУ. 这 
与 天 的 有 界 人 性 矛盾 ， 于 是 #=93, 亦 即 在 环 面 上 有 * 一 у. 

现 证 五 的 象 是 整个 环 而 。 事实 上 平面 上 的 充分 大 圆 在 Й Е 
的 象 包含 了 一 个 半径 为 ?= СЮ А Я). ВИД НТ? Т". 
从 而 吾 是 环 面 的 同 胚 . 此 外 ВН = НА. р 

$13 С 的 定理 证 毕 。 


Н. 糠 点 的 结构 稳定 性 定理 

用 以 上 的 讨论 也 可 以 证 明 以 下 命题 、 

Grobman~Hartman 定理 。 令 4: R* 一 В" 是 一 线性 映射 ， 
它 没有 模 为 1 的 固有 值 ， 这 时 一 切 局 部 微分 同 胚 В. (BR",0) 一 
CR ，0), 只 要 它 在 不 动 点 处 的 线性 部 分 为 4， 均 在 点 0 充分 小 
邻 域 中 拓扑 等 价 于 4 

对 局 部 微分 同 胚 刀 在 O 附 近 总 与 如 下 作出 的 整体 微分 且 C; 
Кэт ЕА. Феу, 在 点 的 1- 邻 域外 为 0 而 在 
点 0 的 小 分 域 中 为 1。 这 时 定义 C 在 e- 邻 域 ( 即 pe 关 0 处 ) 外 即 
为 4， 而 在 此 邻 域内 定义 和 一 Ир. (В); фаба) = g(x/ 
=). 

以 上 Аносов 定理 的 证 明 指 出 ， 所 有 C*… 接 近 于 4 的 微分 司 
№: R" > В" 都 拓扑 等 价 于 4。 但 差 C 一 4 在 适当 选取 s >0 
后 可 以 成 为 C'- 小 量 , 因 为 在 零 的 g- 邻 域 中 有 

18—41 < се, \(В – A)| «св. 
所 以 C 拓扑 等 价 于 4。 

但 C 和 4 一 样 内 有 一 个 不 动 点 0. 因此， аси 

持 O 不 动 . > 
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#14 У- 系 0 


在 本 节 中 将 定义 Аносов 同 胚 与 Anocoa 流 ( 或 称 Y- 微 分 局 
ЯТ Y- 流 ). 我 们 还 将 讨论 它 在 负 曲 率 流 形 上 的 测 地 流 理论 以 及 
其 它 问题 上 的 应 用 。 


А. Anosov 微分 同 是 的 定义 


对 上 述 环 面 上 的 微分 同 路 作 分 析 表 明 在 上 面 的 论证 中 只 有 有 陪 
和 收缩 叶 层 物 造 才 是 本 质 的 ;所 以 可 以 引进 一 种 双 曲 微分 同 压 
的 一 般 概 念 ,而 不 必 假设 м 是 环 面 。 
设 4;M 一 M Ви НН. № 
(1) MM 在 每 点 的 切 空间 都 可 以 分 为 两 个 于 空间 的 直 和 ; 
т.м ~ XDYs; 
(2) 平面 场 X ДХ, ЯУ 一 У.) 对 4 连续 而 且 对 于 
不 变 . 
(3) 在 某 个 Riemann 度量 下 , 4 压缩 第 一 场 中 的 平面 而 放大 
第 二 场 的 平面 : 即 存在 一 正 数 4 < 1, 使 对 м 的 尾 意 点 * 有 
4,81 < А81, мє, 
М > АЧЫ, ve ys 
这 时 就 说 4 是 一 个 _ Auocos ЖЕ. 
例 Имя, 
2 1 
-( ,) 


是 环 面 的 自问 构 。4 是 Anocos 系统 。 
事实 上 ， 相 应 的 平面 自 同 构 的 加 有 方向 在 环 面 上 定义 了 两 个 
不 变 方向 场 :膨胀 的 和 收缩 的 ， 
注 1. 可 将 上 述 不 等 式 代 以 下 面 的 条 件 , 它 看 上 去 更 弦 ; 
Па 1 сд, п 0; Па < с", # 0, 
若 此 条 御 对 某 种 度量 成 立 ， 则 对 任意 其 它 度 景 也 成 立 〈e 可 能 改 
раме Anosov ДВ, — ИЕ 


Я 


А 
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变 )， 由 此 即 可 得 出 以 上 的 不 等 式 (可 能 在 其 它 度量 下 )。 
2. 定 义 中 并 未 要 求 平面 场 X 与 Y 的 光 湿 性 环 面 上 接近 于 自 同 
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ПО ТА Аносов 系统 ,但 即 令 此 微分 同 胚 是 解析 的 ,其 压 
缩 与 联 胀 方向 场 也 可 能 不 属于 С? 类 (高 维 情况 下 甚至 可 能 不 属 
于 C' 类 ). 

3. 了 -系统 的 定义 与 名 称 都 是 Д. В. Аносов 提出 的 。 这 个 
名 词 中 的 y ЛС Условие (条 件 ) 一 词 的 第 一 个 字母 。Auocos 
将 条 件 的 1 一 3 称 为 》 条件, 并 建议 英文 译作 C 条件 ，y》 ЖА 
ДЖ У 梯级 这 些 名 词 也 是 他 建议 的 。 但 Smale 提议 用 Asocon 
АИ, 


В. Аносов 微分 同 胚 的 性 质 


定理 (Аносов) Аносов 微分 同 胚 均 为 结构 稳定 的 。 
证 法 与 $. 13 中 关于 环 面 的 自 同 构 的 相应 定理 证 法 相同 ; 详 
见 J. Mather [1] 一 文 . 
最 早 的 证 明 用 到 Аносов А-А ЖАУУ РЕЛ: 
定理 Аносов 微分 同 且 的 压缩 与 脱 胀 平面 场 为 完全 可 积 ， 
换言之 ,存在 压缩 与 联 胀 叶 层 结构 ?使 其 切 平面 构成 压缩 与 放 
大 平面 场 ， 注意, 在 这 里 不 能 用 Frobenius 定理 ,因为 这 些 场 不 一 
定 是 光滑 的 
证 明基 于 以 下 的 事实 : 与 周 张 平面 场 相差 不 太志 的 平面 之 夹 
角 在 Аносов 微分 同 是 下 减 小 : 当 Аносов АБЕ ЕЕ 
场 的 泛 函 空间 上 时 ,膨胀 平面 场 会 吸引 不 动 点 。 
为 作出 放大 叶 层 构造 ,可 把 流 形 分 字 为 充分 小 区 域 ,在 每 个 区 


了 D 中 译本 采用 较 道 用 的 Smale 的 用 语 。 

2) » 维 流 形 的 叶 屋 构造 凤 将 它 分 解 为 同 维 数 的 子 流 形 ( 称 为 叶片 ), 而 且 满足 以 下 
条 件 : 流 形 上 每 点 部 有 一 邻 域 共 中 分 解 该 流 形 为 叶片 的 连 道 分 棱 微 分 同 胚 于 分 
а УЛИК А РИ. 
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域 中 放任 意 叶 层 构 造 ， 使 其 叶片 与 膨胀 场 中 的 平面 纹 数 相同 且 交 
角 不 太 大 。 对 这 个 叶 层 构造 反复 应 用 Аносов РИ. 这样， 
所 得 的 分 块 的 时 层 移 造 序 列 将 收 化 于 真正 的 膨胀 时 层 构 造 。 

Ж ” 当 一 个 微分 同 胚 的 线性 部 分 图 有 值 的 模 沟 不 为 1 时 ， 
其 不 动 点 的 收敛 ( 即 稳 定 的 ) 与 发 散 ( 即 不 稳定 的 ) 不 变 流 形 的 作法 
正 是 这 一 作法 的 特例 ， 要 作 发 散 (不 稳定 的 ) 流 形 ， 可 对 蕊 于 此 微 
分 癌 胚 之 线性 部 分 的 发 散 ( 不 稳定 ) 不 变 子 空间 的 任意 子 流 形 反复 
应 用 这 个 微分 局 胚 。 

用 以 上 方法 不 仅 可 以 对 所 给 Аносов 微分 同 耳 作出 其 压缩 与 
нана, ПАНИ РО Аносов 微分 局 胚 亦 然 。 所 以 
А: Аносов 微分 同 胚 这 一 性 质 在 微分 同 胚 的 《C: 意义 
下 ) 的 小 报 动 下 不 变 ， 此 外 ,由 作法 可 知 ,压缩 与 膨胀 叶 层 构造 (或 
ИЕН РУАН. 

ЗЕНА У о о: АС 
25, Аносов 定理 的 证 明 就 不 难 了 . 

事实 上 ， 考 妃 任 一 相 点 及 其 在 原 微 分 同 胚 下 的 象 的 序列 。 芳 
ЗЕРНО e- 邻 域 组 。 。 选 得 很 小 ,车 摄 动 后 的 微分 同 胚 与 原 微 分 
АЕ. ДАЕ «ГВОРИН, ХОТЯ 
ЗИ ЕАН ЕЕ Н ЕНИН ИЖЕ. 

ИНИ луж А. рН НИЯ ОЕ 
юув Е Ја Аносов НЕЕ КН. 

ХР ЗВАНЕ, ЕЕЕ ОТВ 0 АСЕЛ 
ПЛСР И ЛЕЕ Т ВО ЗУЕВ =- ЧА. 

事实 上 ， 原 Аносов КЧ КИЕК ЗЕ р ЕКА. ЛТД 
报 动 后 的 Аносов ЗА ЕКЕ 2 ТА И О 

Я 0. іа я, 0. в, инә, 
АЛЗАС, 0 а ЕКЗ 7 ра ИКО, 41 
ЦИН 0,18, B。:， 所 求 的 点 和 6 В 定义 为 


== Гү ce :a Bo. 


st 
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完全 相同 ,存在 唯一 摄 动 后 的 水 平 圆 盘 , 它 在 此 微分 出 胚 的 各 
“次 负 鹤 下 的 象 不 越 出 具有 人 负 编 号 的 邻 域 . 

这 样 作出 的 摄 动 后 的 水 平 与 铅 直 贺 盘 之 交 决定 了 由 共 轿 同 胚 
对 初始 相 点 所 指定 的 点 。 

不 难 证 明 ,这 种 作法 确实 定义 了 一 个 同 胚 , 它 将 原 Аносов 微 
分 同 有 丈 与 摄 动 后 的 微分 同 胚 共 孝 连结 起 来 的 。 

具有 由 正 密度 的 不 变 测度 的 AHocoe НИ НИ 
的 周期 点 集 〈 即 循环 )、 Аносов 与 Синай 对 具有 不 变 测度 的 
Аносов 微分 同 胚 的 遍历 性 质 \ 泥 合 性 质 等 进行 了 由 当 完 备 的 研究 
( 见 Д. В. Аносов 131). 


С. Аносов 流 


ЛЕСА ОИН ВА ИНАТ, ОН РЕЈА РАПСА 
ОЕ ОН Е Н ЛК. 

ВИЖ а= — х, ў у 的 积分 曲线 (图 83)，: 轴 是 两 
个 平面 的 交 线 , 这 两 个 平面 都 由 这 样 的 积分 曲线 组 成 ,它们 分 别 在 
вэ +оо (Ё (х, 0) 平面 上 ) 与 上 一 一 oo ВС (9,1) 平面 上 ) 趋 
向 + 轴 ; 而 其 余 积 分 曲线 则 当 + 一 十 0%o 与 + 一 一 co 时 都 离开 上 
я, 


ЗАВ ВЕНЕ -- ЖЕ АНЕ: 
ЗЕЕ АЕ И НН В, КЖ Аносов 流 。 正 式 定 
义 如 下 ; 
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ЖХ 4МУ-ЖУНИЯ, сим 上 无 奇 点 的 向量 场 ， 
РЕНИ, Я 

(1) М 在 每 一 点 上 的 切 空间 都 可 表 为 三 个 子 空间 的 直 和 ;: 

Т.М = х,Фу.Ф 2 

(2) 平面 场 X, У, 2 连续 而 且 在 相 流 下 不 变 ; 

(3) 场 名 由 相 速 度 场 生成 ; 

(4) 对 某 些 正 常数 c<, 4 以 及 M 上 的 某 个 Riemann 度量 有 
Nat lx < сета, 2 > 0; а Ы < сем, # < 0, 

这 时 相 流 就 称 为 AHocop 流 , 方 程 < 一 v(x》 ЖЖ Аносов 系 
а. 
р 例 МОТ: 求 环 面 与 区 间 (0,1) 的 直 积 并且 边 界 环 面 用 
Аносов РИА: 即将 (#,1) 45 (45,0), хт", е, 


2 1 
4= (2 1 ), 
考虑 直 积 7*x[0,1] ФЕТО, ПНЕ. ААМ, 


场 变 成 六 上 的 光滑 向 量 场 《为 什么 ?》. 
这 样 得 到 的 场 。 在 M 上 定义 一 个 Аносов 流 .。 


定理 。 所 有 Аносов 流 都 是 结构 稳定 的 . 

四 证 明 与 对 于 Аносов 微分 同 胚 方法 相同 ( 见 上 引文 献 ).。 

有 些 Аносов 流 具 有 无 穷 多 个 闭 相 曲线 的 无 穷 集合 . 所 以 , 即 
令 限 于 结构 稳定 的 向 量 场 ， 也 不 能 希望 在 高 维 情况 下 得 到 如 二 维 
球面 那样 简单 的 图 象 ,也 就 是 说 ,只 有 有 限 多 个 平衡 位 置 和 环线 的 
简单 图 象 ， 
$. Smale 在 1961 年 最 早 作 出 了 具有 无 限 多 个 环线 的 结构 稳 
定 系统 的 例子 。 在 这 些 例子 中 ， 指 数 型 发 散 不 是 发 生 在 整个 相 空 
闻 上 ， 而 是 发 生 在 一 个 闭 子 集 上 . 这 种 集 现 时 称 为 双 山 人 案 ， 双 曲 
集 的 一 般 理论 是 后 来 在 Axocon 系统 理论 的 影响 下 建立 的 。 

这 种 例子 的 出 现 使 得 在 高 维系 统 相 曲 线性 杰 的 理解 上 出 现 了 
急剧 的 变化 。 有 些 专 家 匆匆 忙 忙 地 宣布 这 些 结果 没有 任何 现实 的 
意义 ,因为 尽管 它们 是 结构 稳定 的 ， 由 于 个 别 轨道 的 不 稳定 性 , 却 
“不 能 描述 任何 现实 的 物理 过 程 ”。 
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然而 有 一 些 很 重要 的 实际 铺 况 ， 其 中 正 是 轨道 具有 指数 发 散 
人 性 的 系统 最 好 不 过 地 撕 述 了 现实 。 我 们 这 里 讲 的 是 满 流 类 型 的 现 
象 以 及 碰撞 粒子 (例如 在 把 气体 看 作 刚 性 小 球 的 模型 中 ) 运 动 的 数 
学 描述 . 沿 负 曲 率 流 形 测 地 线 运 动 的 河 题 要 简单 一 些 ,但 也 相当 实 
际 ， 我 们 就 来 分 析 这 个 河 题 的 最 简单 的 一 例 一 一 常 负 曲率 曲面 的 
ЯН. ЭЕ ЯН — Лобачевский 几何 的 知识 . 


0. Лобачевский 平面 
Лобачевский 平面 就 是 赋予 以 下 度量 ?的 上 半 平 面 Imx 之 0:3 
好 一 жеу, 这 里 == ху, 


直线 у= 0 称 为 绝对 . 注意 在 此 度量 下 的 角 与 Euclid 度量 的 角 
相等 ,而 一 点 到 绝对 的 距离 为 无 穷 大 

定理 — Лобачевский 平面 上 的 测 地 线 是 而 且 仅 是 垂直 于 绝 
对 的 口 和 直线 (图 84). 


图 84 

《< 上述 度量 在 以 下 变换 下 不 变 。(1) 沿 绝 对 的 平移 (2) 以 
举 标 原点 为 心 的 相似 变 痪 (3) 对 称 变换 z > 一 2 (这 是 明显 
的 ); (4) Б л, 


由 (1) 一 (4) 可 知 这 度量 在 所 有 变 上 半 平 面 为 自身 的 分 式 线 
性 变换 下 不 变 ， 此 外 ， 由 《3) 可知》 轴 是 测 地 线 。 但 是 Y 轴 可 以 


1 或 与 它 等 腐 量 的 任意 Riemann И. 
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用 实 的 分 式 线性 变换 上 让 为 正直 于 绝对 的 任意 加 或 直线 ，j 折 以 它们 
都 是 测 地 线 。 

反之 ， 过 任 一 点 沿 任意 方向 都 可 以 作出 垂直 于 绝对 的 加 或 直 
线 、 所 以 再 没有 其 它 测 地 线 ，> 

注 ”以 上 同时 也 证 明了 ，yIogaqesckmg 的 【保持 度量 与 定 
向 的 ) 运 动 就 是 上 半 平 面 到 自身 的 分 式 线性 变换 ， 

定理 Лобачевский 平面 上 的 圆 是 而 且 仪 是 所 有 的 不 与 绝 
对 相交 的 Euclid Щ. 

考虑 单位 圆 。 可 以 用 分 式 线性 变换 把 上 半 平 面 变 为 单位 贺 
( 见 第 一 章 $5,，EE) 所 以 单位 圆 内 域 也 可 以 看 作 Лобачевский 平 
面 的 模型 (图 32). 

这 时 ， 保 持 上 半 平 面 不 变 的 分 式 线性 变换 变 为 保持 单位 阅 不 
变 的 分 式 线性 变换 。 所 以 Лобачевский 平面 的 圆 模型 的 度量 在 
所 有 保持 单位 置 不 变 的 分 式 线性 变换 下 不 变 。 

但 是 这 些 变 换 也 包含 了 绕 中 心 的 旋转 。 所 以 与 单位 置 同心 的 
Euclid 圆 上 的 任 首 点 到 圆心 的 距离 在 Лобачевский 度量 定义 下 
都 相等 。 所 以 Euclid 圆 只 要 圆心 是 单位 圆 的 圆心 就 都 是 Лоба- 
чевский |, 

但 是 任意 不 与 绝对 相交 的 Euclid 首都 可 以 用 Лобачевский 
平面 的 运动 变 为 圆心 在 坐标 原点 的 Euclid М. 所 以 所 有 不 与 绝 
对 相交 的 Euclid Е Лобачевский 85У ККИ (ЕЯ 
寞 型 中 与 在 半 平 面 异型 中 均 可 )。 由 此 可 知 , 所 有 的 Лобачевский 
圆 反 过 来 也 都 是 Euclid М. > 

定义 ”在 Лобачевский 平面 上 相 切 于 一 定点 而 半径 增加 的 
一 串 辑 的 极限 称 为 极 交 。 

定理 Лобачевский 平面 的 极 圆 即 切 于 绝对 的 衣 和 直线 。 

4 考虑 由 Лобачевский 平面 上 一 点 发 出 的 半 条 测 地 线 【 图 
85)， 在 这 半 条 油 地 线 上 ， 取 距 起 始点 为 + 的 一 点 。 以 此 点 为 心 ， 
+ 为 半径 的 贺 必 过 起 始点 而 且 重 直 于 这 半 条 测 地 线 ， 现 在 令 : № 
向 无 穷 。 于 是 在 Euclid 意义 下 ， 这 个 圆 必 收敛 于 垂直 于 这 半 条 
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ЗИ ТИ НАА нА Ж АОИ. 这 个 Euclid УР 
вх. > 


KOS TCR 


图 85 


注 1 ”用 这 样 的 令 :一 оо 取 极 限 的 方法 也 可 以 作出 负 曲 
率 曲 面 上 的 极 圆 与 负 曲率 流 形 上 的 极 球 . 

注 2 Ф Лобачевский 平面 上 每 一 点 必 有 了 两 个 有 公 切 线 
的 极 圆 ， 它 们 可 用 前 法 令 :一 十 oo 与 1 一 一 co 而 得 。 


Е. 负 曲 率 曲 面 上 的 测 地 流 


设 M 为 Riemann 流 形 。 我 们 将 设 M 作为 度量 空间 是 完备 
的 。 例如， 任何 紧 流 形 都 是 完备 的 ;Jo6aqeBckH# 平面 也 是 完备 
ВОВЕ ТАНА ОВЕ 7695. 

考虑 流 形 M 的 长 为 1 的 切 向 量 集 合 。 若 M 之 维 数 为 #*。 此 
集 的 维 数 为 24 一 !。 我 们 记 它 为 TM。 

定义 м 上 的 测 地 洲 即 该 流 形 的 长 为 1 的 切 向 量 所 成 的 流 
形 上 的 微分 同 胚 的 一 种 单 参 数 群 ,其 作法 如 下 ;将 每 个 向 量 在 时 间 
# 之 内 沿 切 于 它 的 测 地 线 移 动 距 离 :, 但 仍 切 于 此 测 地 线 ， 

定理 Лобачевский: 平面 上 的 测 地 球 满足 Аносов 流 定 义 
中 的 条 件 1) 一 (4). 

41. 先 作 压 缩 和 陛 胀 叶 层 构造 。 为 此 ， 对 于 每 一 个 向 量 作出 
垂直 于 它 的 极 圆 ,这 是 一 组 加 的 极限 ,这 些 圆 的 圆心 位 于 向 量 作用 
点 的 前 方 。 在 每 一 点 上 都 赋予 极 圆 以 单位 法 向 量 ， 于 是 乒 们 得 到 
连续 的 法 向 量 场 (图 86). 

要 注意 ,不 论 从 这 些 向 量 中 的 哪 一 个 向 量 开始 ,都 会 得 到 同样 
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图 86 87 
的 航 加 和 向 量 场 。 所 以 这 个 极 圆 和 场 可 以 看 作 是 Лобачевский 平 


面 的 单位 切 向 量 所 成 的 三 维 空间 Т.М 中 的 一 条 曲线 。 这 样 我 们 
作出 了 TM 的 一 维 叶 层 结构 ,即将 单位 向 量 空间 分 解 为 曲线 。 这 


个 分 解 就 是 压缩 叶 层 结构 。 
以 向 盟 作 用 点 后 方 的 点 为 心 作 加 ， 就 可 以 同样 地 作出 路 胀 叶 
层 结构 。 


2. 条 件 (2),(3) 表示 测 地 线 和 极 圆 对 于 测 地 流 的 不 变性 并 可 
直接 验证 。 事 实 上 ， 与 同一 极 圆 得 全 的 测 地 线 族 与 绝对 相交 于 该 
极 圆 与 绝对 相 切 之 点 ， 而 与 绝对 相 切 于 此 点 的 极 圆 又 都 垂 交 于 测 
地 线 族 (图 87)。 

所 以 测 地 流 把 每 一 个 ( 赋 有 法 线 场 的) 极 圆 变 为 与 绝对 在 同一 
点 相 切 的 (也 髓 有 法 线 场 的 ) 极 历 . 

3. 条 件 (1) 表 示 , 贼 有 切 向 量 场 汕 地 线 的 苇 向 量 以 及 赋 有 法 线 
场 的 两 个 极 圆 的 切 向 量 是 线性 无 关 的 。 这 一 点 容易 验证 : 唯一 重 
要 的 事 是 两 个 极 圆 都 只 是 一 阶 相 切 而 非 高 阶 根 切 ， 

4. 我 们 来 证 明 、 压 缩 极 圆 张 自 在 相 流 作用 下 是 指数 压缩 。 设 
初始 的 极 夯 是 上 半 平 面 的 直线 у=1. НЕВЕ «= 
const.， 测 地 流 在 时 间 * 内 将 直线 y 一 1 变 为 у= с 所 以 极 
上 的 一 段 被 变 为 长 度 小 于 它 的 “: 倍 的 一 段 。 由 此 可 知 相 流 将 压 
缩 叶 层 结构 的 叶片 (在 Т.м 的 自然 度量 意义 下 ) 压 缩 。 

对 放大 极 图 作 类 似 竟 讨论 即 可 完成 Аносов 系统 定义 中 条 件 
(4) 的 验证 ,> 

推论 ИВАН СКИНУ Аносов йб, 
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ЗАИРА ТОД ЗАВЕТА. Лобачев: 
ский 平面 是 具有 常 负 坦率 —1 的 曲面 的 万 有 覆盖 曲面 ; 在 Лоб. 
ачевский 平面 上 将 一 个 点 与 它 的 由 某 个 Лобачевский 运动 的 离散 
群 映射 所 得 的 点 等 同 起 来 即 得 这 个 常 负 曲 率 一 1 曲面 (图 88). 


图 ва 


Лобачевский 平面 的 测 地 线 , 圆 和 极 圆 在 这 种 等 同 之 下 投射 为 
该 曲面 的 测 地 线 ,加 和 极 圆 ; Лобачевский 平 徊 的 测 地 流 及 其 压缩 
和 脱 胀 时 层 结构 变 为 该 曲面 的 相应 的 叶 层 结构 

пазе, атое ват 08 
而 县 有 处 处 移 密 的 闭 济 地 级 侍 ， 

注 对 高 维 的 负 曲率 (不 一 定常 负 曲 率 ) 流 形 ， 测 地 流 也 是 
Аносов ўй. 证 明和 以 上 最 简单 的 情况 类 似 ; ЯМ ( 极 球 ) 存 
在 性 的 证 明 箭 复杂 一 些 。 见 上 述 Аносов 的 著作 。 


Е. 弹子 系统 


ВЕНЫ. 设 它 的 短 轴 趋 于 0, 这 祥 椭 球 变 得 扁 
平 ， 最 后 成 为 籽 留 ， 测 地 流 的 极限 情况 成 为 椭圆 所 围 区 域 中 的 所 
谓 弹子 系统 : 一 点 沿 直线 在 区 域内 运动 而 在 边界 上 按 “ 人 射 角 与 
反射 角 相 等 "这 个 法 则 反射 (图 89)， 

弹子 轨道 在 精 中 内 恒 不 可 能 处 处 秋 密 .但 由 其 它 曲 线 (例如 非 
光滑 的 向 内 凸 的 曲线 ) 力 成 的 区 盛 中 ,弹子 运动 饥 道 的 指数 不 稳定 


* 135 * 


ЗВ 

幅 与 混合 性 质 和 Аносов 系统 几乎 相 

特别 地 ， 我 们 考虑 在 有 洞 环 面 上 的 弹子 系统 。 这 个 系统 可 以 
看 成 是 “ 构 盐 小 饼干 ”上 的 测 地 流 的 极限 (“椒盐 小 饼干” 赔 化 为 一 
个 带 润 的 两 侧 环 面 正如 同 柳 球 暗 化 为 两 侧 的 禧 融 一 样 )。 此 外 , 带 
独 的 两 侧 环 面 若 有 平面 庶 旺 , 则 可 看 成 是 具有 负 曲 率 的 ( 阅 化 时 全 
部 曲率 都 集中 在 润 的 边缘 上 ) 椒 盐 小 饼干 的 极限 情况 。 这 样 弹子 
系统 有 Аносов 流 的 性 质 也 就 不 奇怪 了 。 

有 一 种 希望 ， 即 用 接近 于 双 昌 理论 的 想法 可 以 证 明 箱 中 的 刚 
性 球 系统 的 遍历 性 ,而 自 Boltzmann 以 来 ， 在 绕 计 力学 中 部 假设 
这 一 点 成 立 (遍历 性 的 意思 就 是 ,四 空间 的 每 一 个 不 变 子 党 或 有 测 
度 0, 或 为 全 测度 。 由 此 得 出 ， 时 间 平 均 与 空间 平均 几乎 处 处 相 
等 。 在 我 们 的 情况 下 相 空 间 就 是 等 能 集 )， 平 面 情况 的 证 明 由 Я. 
Г. Санай [2] 给 出 。 关于 弹子 系统 又 可 见 Л. А. Бунамовия 
[11 [21, 


С. Аносов 系统 与 追赶 法 


在 计算 数学 用 追赶 法 解决 的 问题 中 也 出 现 双 曲 情况 。 举 一 个 
例子 ,如 要 解决 二 阶 方程 + 一 《《 即 方程 组 р, ве к) 在 区 
间 0, Т 上 的 边 值 问题 。 假设 已 给 非 齐 次 边 值 条 件 : 初始 点 
Ф(0) (坐标 为 《x(0)，p(0))) ЕРИ (х, р) 的 已 知 直线 
4 上 ,终点 p(T) 则 给 在 已 知 直线 и 上 

若 初始 点 9%(0) 已 知 , 则 在 试图 以 gp(0) 为 初始 条 件 解 Cauchy 


1) ЛЕР” Сргеше) 是 一 个 二 维 流 形 ， 其 上 有 若 于 小 润 ， 以 其 形似 一 种 食 
тежа. 译 者 注 
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问题 ,将 遇见 精确 度 的 视 失 ,这 损失 将 随 积分 区 间 的 长 度 了 以 指数 
增长 事实 上 ,具有 正比 于 扩张 向 量 (1，1) 的 初 值 的 解 将 指数 地 
增长 ， 因 此 在 由 平面 :一 0 过 渡 到 平面 ! 一 7 时 , 将 在 向 量 (1, 
1) 方向 上 膨胀 (以 后 这 个 向 量 称 为 水 平 向 量 ), 而 在 向 量 (1, 一 1) 
( 称 为 铅 直 向 量 , 见 图 90) 方向 上 压缩. 

现在 考虑 真 线 h 在 我 们 的 变换 作用 下 的 象 ， 尽管 直线 上 每 
一 点 的 象 的 精确 度 有 以 指数 增 大 的 损失 ， 整 个 直线 的 象 一 般 说 来 
可 以 非常 精确 地 决定 。 


图 9% 


事实 上 ,这 个 象 的 方向 一 般 说 来 接近 于 水 平方 向 

所 以 计算 这 个 凡 乎 水 平 直线 上 的 点 时 所 产生 的 误差 只 能 稍 许 
影响 直线 的 位 置 : ”只 有 误差 的 水 平分 量 会 很 大 ; 铅 直 分 量 则 很 
小 。 

我 们 设 直线 л 50 的 象 的 交点 为 p(T)。 现 在 为 了 最 后 确定 
解 需 坚 求解 一 个 后 向 Cauchy 问题 ， 这 时 治水 平方 向 的 误差 不 会 
增长 , 而 g(T) 的 铅 直 分 量 又 可 以 由 ФСГ КТ) 一 А 
上 而 定 . 所 以 首先 由 0 到 工 以 决定 直线 Кт), ЖЕНТ Шао, 
这 样 在 每 个 直线 上 各 定 一 点 一 一 这 一 些 都 不 会 有 精确 寝 的 指数 损 
失 。 
Н. 谈 谈 Аносов 系统 的 应 用 

Аносов 系统 和 一 些 相 关 问 题 志 在 所 处 的 境地 , 就 好 像 极 限 环 
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在 Poincaré 时 代 的 情况 一 样 。 那 时 ,研究 极限 环 所 需 的 数学 工具 
都 已 创造 出 来 了 ,但 是 极限 环 在 工程 上 正式 地 应 用 只 在 几 十 年 后 
才 开 始 ， 那 时 无 线 电 技术 的 进步 把 非 线性 振动 理论 变 成 应 用 数学 
的 一 个 领域 

从 六 十 年 代 起 ， 就 猜想 到 AHocos 流 的 一 个 自然 的 应 用 领域 
НИИ. 设想 一 个 闭 的 充满 不 可 压缩 粘性 流体 的 容 
器 ,由 于 某 种 人 外力 的 作用 (例如 摇动 ) 而 运动。 这 种 摇动 是 必需 的 ， 
否则 粘性 将 使 运动 随时 间 而 衰减 . 

流体 力学 的 Navier-Stokes 方程 给 出 一 泛 函 空间 (这 个 无 限 
维 相 空间 中 的 点 即 无 散 度 向 量 场 , 即 该 流体 的 速度 场 ) 中 的 动力 系 
ЕД 


这 个 动力 系统 的 平衡 位 置 就 是 定常 速度 场 ， 也 就 是 流体 在 空 
间 各 点 的 速度 不 随时 间 变 化 的 运动 。 这 个 系统 的 封闭 环线 即 流体 
的 局 期 运动 ， 这 时 空间 各 点 处 的 速度 周期 地 变化 。 在 扭 开水 龙头 
时 有 时 可 以 观察 到 这 种 运动。 

关于 汕 流 的 数学 描述 有 以 下 的 假设 : 这 个 现象 终究 可 以 化 为 
一 个 有 限 维 动 力 系统 ， 因 为 粘性 很 快 地 除去 了 高 频 成 分 ， 换 句 话 
说 ,在 无 限 维 相 空间 中 假设 存在 一 个 有 限 维 流 形 或 集合 ,而 所 有 相 
曲线 都 被 吸引 到 它 上 面 , 在 这 个 僻 上 ， 相 流 是 一 个 Аносов 系统 ， 
或 者 具有 轨道 的 指数 不 稳定 性 以 及 混合 性 这 些 类 似 性 质 。 

在 这 个 情况 下 流体 运动 的 可 观察 的 性 质 如 下 ; 不论 如 何 取 初 
值 ， 运 动 很 快 地 趋向 极限 状况 ; 然而 这 个 状况 既 非 定常 的 又 非 周 
期 的 ;虽然 极限 运动 是 由 有 限 个 参数 ( 即 极限 状况 的 “ 相 ”) 决 定 的 
这 些 参 数 本 身 却 是 高 度 不 稳定 的 《具有 相近 初 想 的 极限 流 指数 发 
散 ); 然 而 , 流 的 绕 计 性 质 并 不 依赖 于 这 些 不 稳定 的 相 。 

在 这 个 方向 上 已 得 到 的 结果 如 下 ， 若 粘性 充分 大 , 则 Navier- 
Stokes 系统 有 唯一 的 不 动 点 吸引 一 切 祖 曲线 ， 这 个 不 动 点 就 是 


1) 老实 说 ,现在 的 偏 微分 方程 理论 还 不 能 解决 三 维 Navier-5tokss 方程 解 的 存在 
和 唯一 性 问题 但 是 我 们 暂时 不 管 这 一 点 


* 138. 


所 谓 的 层 流 。 所 有 其 它 的 流 在 粘性 的 作用 下 都 会 变 为 层 流 。 粘性 
减 小 时 ， 层 流 可 能 失 稳 ， 这 时 会 出 现 一 个 稳定 的 极限 环 ( 见 第 六 
章 )。 粘 性 继续 变 小 时 ,极限 环 也 可 能 失 稳 而 产生 更 复杂 的 能 吸引 
邻近 运动 的 非 周 期 运动 。 和 人们 猜想 ， 这 个 运动 一 般 地 会 具有 相遇 
线 在 吸引 靠 上 的 指数 不 稳定 性 ， 虽 然 近 年 来 关于 这 个 问题 ， 数 学 
家 已 作 了 大 量 的 理论 和 实验 研究 〈 见 Ј. B，MecLaughlin，P、C， 
Martin 的 总 结 文章 [1]), 这 个 猜想 还 远 未 能 成 为 定理 。 

然而 应 该 注意 ， 具 有 指数 不 稳定 轨道 的 吸引 集 的 出 现 并 不 一 
定 是 由 于 层 流 的 失 稳 ;这 个 集 可 能 在 远离 平衡 位 置 处 出 现 ,其 至 当 
粘性 信 仍 使 层 流 稳定 时 也 会 出 现 ， 


$15. 结构 稳定 系统 并 非 处 处 稠密 


在 本 节 中 ， 我们 将 С: 类 光滑 动力 系统 的 函数 空间 中 作出 一 
个 区 域 ,其 中 没有 结构 稳定 系统 、 


А. Smale 的 例子 

$. Smale 在 1965 年 作出 了 三 维 环 面 的 一 个 微分 同上 胚 ， 在 它 
的 邻 域 中 没有 结构 稳定 的 微分 同 胚 。 

因此 在 四 维 流 形 上 有 这 样 的 向 量 场 。 它 不 能 经 过 小 摄 动 化 为 
结构 稳定 的 。 

后 来 在 三 维 流 形 上 ， 也 有 人 作出 了 具有 这 个 性 质 的 场 ( 见 5 
Newhouse [11), 

我 们 将 在 本 节 中 叙述 Smale 的 作法 。 


В. 例子 的 描述 

我 们 在 Т? ЕВА (х, у, 2 той 2x)， 并 且 在 环 面 Т", 
z 呈 0 附近 以 及 x 轴 上 茶 区 闻 的 附近 作出 记 需 的 微分 同 胚 4:T 
一 т’ (微分 同 且 4 在 三 维 毕 间 其 余 区 域 上 的 形状 对 我 们 无 关 紧 
要 )。 
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在 环 面 Т 的 邻 域 中 , 映 旱 4 由 下 式 给 出 ; 
Alx, y, 2) = (2х + у, х у sf2). 
在 坐标 为 (0, 0, =) ВОИН, Н иН ЕНЕ 
Аб уз т и) -= (#12, 9012, + 2и), 
于 是 点 0 是 个 鞍点 ， 而 发 散 的 不 变 子 流 形 是 包含 x 轴 上 区 间 
《ss =— в) СТА 
曲线 了 在 4 下 不 变 而 且 在 4 的 作用 下 聊 张 所 以 反复 施 以 4 
将 可 以 上 述 区 间 得 到 半 个 不 变 流 形 , 它 或 者 止 于 4 的 不 动 点 ,或 者 


我 们 要 求 上 面 的 曲线 进入 上 述 邻 域 4， 并 在 其 中 有 无 限 长 
度 。 容 易 看 到 ,具有 这 种 性 质 环 面 的 微分 同 胚 是 存在 的 , 


С. УВЕ A 的 稳定 性 质 
АЖ Г 的 -个 充分 小 邻 域 中 的 限制 是 结构 稳定 的 。 


攻 事 实 上 ， 这 育 以 用 证 明 Grobman Hartman 定理 的 同样 广 
法 来 证 明 。 我 们 将 微分 同 肘 4: Ts -> ДВА Я 
7?XR 一 TX 中 , 它 处 处 都 以 在 UU 中 定义 4 的 同样 公式 来 定义 。 
ВИРАЖИ Д ДИЗ 2:7 Xx вто R 中 , 它 
ыла тх о 附近 相同 ,而 且 差 Д — 4 З, Е 
C' 意义 下 很 小 ， 现 在 我 们 可 以 应 用 Аносов 定理 (准确 些 说 是 用 
它 的 证 明 ); 我 们 得 到 № 与 4 的 拓扑 等 价 人 性 ,从 而 也 知 Ба 
дз Г 附近 也 是 如 此 ，> 

2. 由 所 证 得 知 ， 微 分 同 胚 Я 有 接近 于 环 面 Г 的 不 变 流 形 
知 ， 而 且 在 其 上 周期 点 成 一 个 可 数 的 处 处 称 密 集合 .经 过 和? 的 
每 一 点 都 有 微分 同 耳 4 ИЕН ЭЕ АЕ 
时 片 , 且 它 连续 依 积 于 此 点 ( 它 由 在 此 微分 癌 胚 逐次 作用 下 彼此 你 
近 的 点 构成 )。 
З 2 有 一 不 动 点 5 ВНЕ 4 的 不 动 点 0. 
< 由 隐 浮 数 定 迎 即 可 得 知 ， 办 为 0 是 非 赔 化 的 ,而 2 又 接近 
А. ® 
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АЕ 0 НЕЕ НИР 4 在 2 点 的 图 有 信 。 

由 Grobman-Haitman 定理 可 知 , 他 和 oO 点 一 样 都 是 鞍点 而 
且 有 一 维 的 发 散 不 变 流 形 ?, 容易 看 到 ? 接近 于 т. НАЕ? 会 
进入 名 иж 0. 

4. 在 远离 口 处 ,可 以 对 4 作 任意 小 的 摄 动 使 曲线 Y 变 得 "有 一 
ЛВ”: 局 部 看 来 , 它 位 于 4 压缩 叶 层 结构 的 、 含 > 之 一 点 的 叶 
片 的 一 侧 ， 而 且 7 与 此 叶片 的 相 切 是 一 阶 的 ， 我 们 记 这 样 得 到 的 
ВН 4. 


D， 结 构 不 稳定 性 

ЗАЯНЕ, ЗН 4 ПЕРРО 
结构 不 稳定 的 。 

ЧЕН 4 放 进 微分 同 胚 的 单 参 数 族 4 中 , ВПАДЕ“ А 
子 * 在 д, 的 原 象 附近 咯 有 不 同 。 映 射 _ 4: 中 每 一 个 接近 于 4 的 
元 素 都 具有 4 的 上 述 性 质 , 即 : 一 个 不 变 环 面 ,二 维 压 缩 叶 层 结 
构 , 一 个 具有 发 数 的 不 变 流 形 的 鞍点 ， 以 及 在 此 流 形 上 的 " 癌 子 ”. 
我 们 假设 当 * 变化 时 ,鼻子 罕 过 压缩 叶 层 结 构 的 叶片 ， 

现在 考虑 包含 瞄 子 的 压缩 叶片 ， 这 个 时 片 可 能 包含 也 可 能 不 
包含 环 面 上 的 一 个 周期 点 ， 因为 周期 点 在 环 面 上 是 处 处 稳 密 的 ， 
所 以 对 4,， 在 族 中 作 任意 小 的 摄 动 ， 就 既 能 把 “站 子 "这 在 含有 周 
期 点 的 叶片 上 ,也 能 把 它 放 在 不 含 周 期 点 的 叶片 上 . 

但 是 叶片 上 包含 或 不 包含 周期 点 这 一 性 质 是 拓扑 不 变 的 ， 所 
以 4 的 折 扑 型 当 此 映射 作 任意 小 的 变动 时 都 会 改变 ， 因 此 瑞 庙 
д, 是 结构 不 稳定 的 。 

现在 设 2, 是 任意 的 充分 接近 4, ВИ. 这 时 ， 按 
$15 С 中 所 说 的 ， 以 上 对 4, 所 作 的 讨论 也 都 可 以 对 л, Ж 
作 。 所 以 也 也 是 结构 不 稳定 的 。 
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第 四 章 摄 动 理论 


绝 大 多 数 微 分 方程 既得 不 出 精确 的 解析 解 ， 也 得 不 出 很 多 完 
备 的 定性 描述 。 振动 理论 就 是 一 系列 十 分 有 用 的 方法 ， 它 研究 接 
近 于 某 一 特定 类 型 方程 的 方 杏 这 些 特定 类 型 的 方程 称 为 未 振动 
的 ,它们 的 解 假设 是 完全 已 知 的 , 摄 动 理论 研究 微分 方 得 的 微小 改 
变 对 解 的 性 态 的 影响 , 

如 果 摄 动 的 大 小 可 用 一 个 小 参数 a 来 刻 划 ， 则 摄 动 在 与 1 册 
数量 级 的 一 段 时 间 内 的 效应 将 使 解 发 生 数量 级 为 s 的 变化 .求解 
一 个 沿 着 未 摄 动 解 的 变 分 方程 就 可 以 近似 算出 这 个 变化 。 然 而 如 
时 我 们 关心 解 在 一 个 很 大 的 时 间 区 间 〔 例 如 长 为 1e 数量 级 的 区 
闻 ) 上 的 性 态 , 就 会 产生 复杂 得 多 的 问题 ， 这 就 是 所 谓 报 动 理论 的 
渐 近 方法 的 主题 ， 这 些 方法 中 最 重要 的 是 平均 法 ， 本 章 就 要 来 讨 
论 它 。 

早 自 Lagrange 和 Laplace 的 时 代 , 平均 法 就 被 用 在 天 体力 
学 中 以 决定 行星 轨道 在 相互 摄 动 下 的 演化 ，Gaus 是 这 样 来 表述 
它 的 :为 了 决定 这 种 演化 ， 应 该 把 每 个 行星 的 质 晤 按 它 在 行星 轨 
道 每 部 分 上 的 停留 时 间 成 正比 地 分 散在 轨道 上 ， 而 把 行星 的 吸引 
用 这 样 形成 的 环 的 吸引 来 代替 。 

然而 平均 法 的 论证 是 一 个 迄今 还 远 未 彻底 解决 的 问题 。 


$16 平均 法 
在 本 节 中 ,我 们 将 要 描述 平均 苇 的 最 简单 变 体 的 方案 。 这 个 
方法 的 论证 问题 将 在 以 下 各 小 节 中 讨论 。 
А. 未 摄 动 与 摄 动 系统 
考虑 光滑 的 纤维 从 <:M 一 В, 一 个 向 量 场 ”着 处 水 切 于 纤 
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维 ， 就 称 为 铅 意 的 (图 91)。 在 应 用 上 ,我 们 常 取 环 面 为 纤维 . 

纤维 x 的 底下 上 的 函数 决定 了 M 上 方程 а 一 v(x) 的 初 积 
分 ， 铅 直 疝 量 场 " ООО. КОТ о и вр 称 为 报 
动 的 。 考虑 振动 的 微分 方程 

я 9(=) + в (=). 

未 摄 动 方程 的 每 一 条 相 曲 线 都 被 = 投影 到 底 空 间 的 一 点 上 . 
沿 报 动 方程 相 上 曲线 的 运动 被 投影 为 底 空 间 上 缓 惕 的 运动 ， 其 速度 
是 5 数量级。 在 底 空间 上 经 过 1/s 数量 级 的 时 间 才 发 生 上 明显 可 见 
的 位 移 ， 平 均 法 的 目的 就 是 用 底 空 间 上 的 向 量 场 来 描述 这 个 缓慢 
的 运动 。 在 平均 法 中 ， 这 个 缓慢 的 运动 描写 成 小 振动 和 系 绕 的 注 
ЖЕНЕ ВЕС 92). 


例子 

考虑 行星 系 .未 振动 方程 就 是 只 考 号 太阳 和 行星 的 相互 作用 
在 未 摄 动 运动 中 ,行星 沿 Kepler 轨道 运动 。 РЕЗИНКИ 
引力 起 摄 动 的 作用 。 行星 与 太阳 的 质量 比 起 8 的 作用 , 它 是 一 个 
111000 数量 级 的 量 ， 绕 太阳 旋转 的 周期 , 即 一 年 或 十 年 数量 级 的 
量 ， 是 特征 时 间 单 位 ,行星 轨道 半径 是 特征 长 度 单位 。 

在 这 个 例子 中 ,MM 是 相 空间 , ЗНА В Kepler #818970 
的 空间 , 纤维 是 环 面 ， 其 维 数 出 行星 的 个 数 (每 一 个 Kepler ЖИ 
组 决定 一 个 环 面 ， 其 上 的 点 用 以 表示 行 许 在 椭 加 上 的 位 置 ). 底 空 
词 B 上 数量 级 为 1 的 位 移 相应 于 轨道 的 改变 ,例如 半径 加 倍 ，1/。 
数量 级 的 时 间 就 是 几 千 年 或 几 万 年 数量 级 的 时 间 . 
于 是 ,证 这 个 例子 里 , 底 空 刘 上 速度 为 *。 的 缓慢 运动 (漂移 ) 司 

ов: 


ТОРЕ ВОИ КЛИНА КОВ РЗ 66 ИРЕ. ЖАРА 
ХА, ЗСВН 2 ПОРТЕ Е АОВ ВИН ЖЕНЕ СЕ 
Е ЕВС ВС ар ОЛСАГ (О, НАНА 
期 有 影响 )。 


В. 平均 化 的 程序 
为 了 描述 平均 法 ,我 们 引进 一 些 记 号 ， 没 纤维 从 的 纤维 是 


维 环 面 。 在 底 空 间 每 一 点 的 邻 域 中 .纤维 化 就 是 直 积 。 我 们 限于 
在 这 样 一 个 邻 域 中 ,并 将 纤维 空间 M 的 每 一 点 表 为 (p, 1)，I 是 
底 空间 的 一 点 ,了 是 # 维 环 面 F 的 一 点 。 

选用 工 这 样 的 记号 是 因为 了 的 坐标 (hh,……, Д) 在 M 上 定义 
了 未 振动 系统 的 初 积分 . 环 面 刀 的 点 9 由 一 组 ”个 角 坐 标 (py…， 
Ф.) mod2x 给 出 .〈 在 应 用 中 , 坐标 px 时 常 是 由 问题 的 实质 唯一 
决定 的 ,但 容许 在 每 个 环 面 上 任意 选择 原点 ,而 且 可 以 相差 一 个 整 
数 元 么 模 线 性 变换 ， 我 们 固定 一 个 坐标 系 (gp, 7))。 

定义 Рн ЕАГИ 

人 = (Г), 
1-0, 

其 中 о 是 由 依赖 于 底 空 间 的 点 了 的 频率 向 量 Сом), => 002) 
所 给 出 的 铅 直 向 量 场 。 

定义 ”平均 法 的 摄 动 方程 即 方程 

人 = об) + КЕ, ps)， 
і = sg(1, ps в), 

1 和 gg 对 四 以 2x 为 周期 ,5s 全 1 是 小 参数 。 角 坐 标 p, К 
В, БН ИХ. 

定义 ”平均 方程 即 方程 

j= 5sG(]), 


я 


这 里 СС) 一 $8(J，qp，0) dp/$ dp 是 函数 在 纤维 上 的 了 
в. 
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ЗЕЯ, 
я авнаа 
фто, fe ele + 00). 
平均 方程 是 


Te во. 
ВН ЧЕРНИКИ, ИПИЕ Юнит лью 
一 数量 级 的 量 。 在 数量 级 1 的 时 间 里 ,不 论 含 去 的 或 者 余下 的 量 效 果 都 是 一 
обе 数 最 级 )。 然 而 在 数量 级 为 fs 的 时 间 里 ,它们 的 效果 全 绰 ; 留 下 的 
ПРЕЖНЕЕ, ПАБЕ. 
ЧОН ЕЕ wm 一 07 


Ко = ht вое + Winer, 
Р 


' 安 与 平均 方程 的 解 J(z) 一 io 十 swf 只 相差 一 个 振荡 的 小 项 (图 
95). > 


10 
10 
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С. 空间 平均 与 时 间 平 均 


考虑 一 个 比 上 很 大 , 比 TI/ в 又 很 小 的 时 间 区 间 了， 在 时 间 了 
' 里 , 摄 动 运动 的 轨道 偏离 初始 纤维 并 不 明显 ， 

我 们 来 计算 极 动 轨道 在 底 空 间 上 的 投影 在 时 间 工 内 的 位 移 ， 
这 个 位 移 大 约 是 ат «1 数量 级 的 ， 位移 的 速度 等 于 sg(1, Ф. 
8)。 作 为 一 次 近似 ， 了 可 以 假设 为 常数 ,8 等 于 零 , ? 依 未 摄 动 方 
程 变化 ， 这 时 ,在 时 间 了 内 的 位 移 有 近似 的 表达 式 : 


Ai 一 87 Е | #01, б), 0а + о(8Т), 
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МТ» 很 大 ;所 以 方 括号 中 的 表达 式 搂 近 于 2 的 时 间 平 均 。 
引入 慢 时 间 r 一 sx.r 由 0 变 到 1 租 当 于 上 从 0 变 到 Ив. 
们 用 一 手表 示 运 动 对 于 慢 时 间 的 速度 ， 这 时 前 而 的 方程 成 为 
АІ 


др 的 时 间 平 均 、 


了 一 g 的 时 间 平 均 。 
把 时 间 平 均 换 为 空间 平均 ,就 得 到 平均 方程 : 
Г 607), С 一 8 的 空间 平均 。 

所 以 ， 化 到 平均 方程 就 相当 于 把 沿 着 未 摄 动 运动 的 时 间 平 均 
代 以 空间 平均 。 
р. 讨论 

平均 法 的 应 用 是 把 振动 方程 代 以 简单 得 多 的 平均 方程 。 在 
1/8 数量 级 的 时 间 区 闻 ( 即 慢 时 间 的 将 量 级 1 的 区 间 ) 里 研究 平均 
方程 的 解 . 然后 推导 出 摄 动 运动 在 He 数量 级 的 时 间 中 的 性 态 。 
《通常 是 得 到 这 样 的 结论 : 摄 动 方程 解 的 工分 量 在 Из 时 间 里 接 
近 平 均 方程 的 解 ). 

这 个 结论 并 不 是 由 前 面 的 讨论 直接 得 出 的 、 而 需要 证 明 。 事 
实 上 ,在 导出 平均 方程 时 ,我 们 用 空间 平均 代替 了 时 间 平 均 。 如 果 
未 撤 动 运动 的 轨道 均匀 地 分 布 在 = НЕ, ПИ 
可 通 约 的 ,这 样 的 代替 是 合理 的 ， 在 发 生 共振 时 ,未 摄 动 运动 的 轨 
道 在 一 个 低 于 =” 维 的 环 面 上 处 处 稠密 、 所 以 在 接近 于 共振 时 ， 在 
一 个 # 维 环 面 上 用 空间 平均 代替 时 间 平 均 是 不 对 的 . 

事实 上 ,有 这 样 的 例子 ,表明 在 1/s 时 间 里 摄 动 轨 道 在 底 空间 
上 的 投影 和 平均 方程 的 解 之 差 可 以 是 与 1 同 数量 级 的 : 平均 漂移 
和 直 正 的 运动 指向 不 同 的 方 商 ， 

在 实践 中 唯一 得 到 完全 研究 的 情况 是 单 频率 系统 ， 这 时 纤维 
д8, АЯ. 
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$17. 单 频率 系统 的 平均 化 


我 们 现在 提出 并 证 明 -~ 个 定理 ， 它 论证 了 单 颖 率 系统 的 平均 
法 是 正确 的 。 


А. 定理 的 陈述 
考虑 相 空间 М, 它 是 Euclid зза Ве 中 的 区 域 6 和 圆周 8 的 
下 积 。 呵 周 上 的 角 坐 标 用 p mod 29 米 记 ,8 中 的 点 用 了 米 记 。 
接 动 方程 为 
ф = «(1+ БҚ, ф, в), 
Її = eg(l, р, в). 
1 和 8 对 P 以 2x 为 周期 ,平均 方程 为 
= 600, GD = 2 {7 р, ар, 
В ЗЕРЕН" J(0) 一 和 
的 解 在 时 间 :一 Je 内 仍 在 8 中 ( 即 在 慢 时 间 < 一 内 方程 
4—6) 
ат 
以 为 初始 条 件 的 解 不 离开 в). 
定理 设 频率 在 区 域 B 中 不 为 零 。 作 平均 方程 的 解 ДО) 
与 摄 动 方程 解 的 了 分 量 0), 而 且 1(0) = /0)， 则 当 +610, 


了 /s] 而 e 为 充分 小 时 、 人 ze) 与 Ло 之 差 也 很 小 : 
10) — К) < Св, 


这 里 ,常数 C 与 8 无 关 。 


B， 主要 作法 
定理 证 法 的 主要 思想 是 通过 适当 的 变量 变换 以 消除 摄 动 。 这 
个 思想 有 很 多 应 用 (例如 见 上 一 章 和 下 一 章 )， 而 且 是 报 动 理论 整 


个 形式 工具 的 基础 
我 们 选取 新 坐标 了 一 1 十 sh(1, р) К !， 使 得 解 的 P 分 
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УЖЕ. ХЕ РНР Ф 0 в 
в. 

换言之 , 我 们 要 作出 流 形 3f 的 微分 同 是: (1, ф) 9 (Р, р), 
使 得 摄 动 场 变 成 这 样 -- 个 场 ， 它 在 每 -- 个 纤维 上 汉 底 空间 都 有 几 
平 是 常 值 的 投影 ( 即 有 数量 级 为 @ 的 误差 )。 

将 了 ~ 1 十 eh(1,p) 对 时 间 求 导 , 并 合并 s 的 一 次 项 ,我 们 
得 到 


p=elet, ЗЕ 


Bp 
这 里 8# 中 的 变 元 6 要 代 以 0 : 余 项 + 是 对 s 的 二 阶 项 (下 潭 将 要 验 
证 这 点 ). 
我 们 要 选取 в, 使 s 的 一 次 项 消去 ， 即 使 上 面 的 方 括号 消去 ， 
从 形式 二 我 们 将 得 到 


КІ, $) = — и 人 201, Ф, 0). 


х НАТЕ о зе 0 的 条 件 。 实 际 上 ,这 样 求解 方程 
g++ в = 
op 

的 方法 是 不 合法 的 ,因为 必须 对 中 具有 周期 2 才能 使 网 射 〔 了 7 
фн>(, ф) 定义 在 M Е, 

只 有 当 в 在 圆周 上 的 平均 值 为 06 时 ,上 述 公 式 才 在 圆周 上 (了 
不 是 在 它 的 一 个 覆盖 直线 上 ) 定 义 函 数 А, 

所 以 ,这 样 选 出 的 # 并 不 能 消除 全 部 摄 动 8, 而 只 是 消除 它 的 
振荡 部 分 


Ey 


Ох, 0) — 607, Фф 0) — ССГ). 
在 一 个 周期 上 的 平均 值 为 0 ， 计 是 我 们 可 以 用 下 式 定义 一 个 局 
и: 


БІ, ф) = | 001, Ф, 6)44. (1) 


而 


现在 对 于 Р, 我 们 将 得 到 方程 
Ё = вС(Р) + eR, 
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它 与 平均 方程 
一 seG(J) 

相差 一 个 @? 数 量 级 的 小 量 sR。 所 以 它们 的 解 将 以 时 数量 级 的 速 
度 发 散 开 。 因此 在 时 间 1/s 内 它们 将 散 开 一 个 。 数量 级 的 距 
离 . ”与 了 的 差 也 是 а 数量 级 的 。 所 以 在 Из 数量 级 的 时 间 周 期 
Я, ПО 与 ЛО 的 距离 仍 是 = 数量 级 的 。 

为 了 证 明 这 个 论断 ,还 需要 对 上 面 会 去 的 项 作 一 些 《 简 单 的 】 
Ж, 


С. 估计 


1308 5 ков 是 包含 г, АП КО 在 时 间 
了 /es 内 不 越 出 玉 的 边界 , НЫ, +1, 记 空间 C" 和 已 的 范 数 
{《 即 函数 的 模 的 最 大 值 以 及 函数 本 身 及 其 一 阶 导数 模 的 最 大 值 ). 
令 “为 一 常数 ,使 得 对 于 天 中 的 工 有 
<, іа, Ш, «а, 


是 кхе Я. ^ 
ЧА 的 定义 (1),， hE С". ВНАУ в, [еВ < 1. 
ЗЕТА а у, ДИК ев 值 之 差 将 等 于 了 的 慎之 
差 ; 因 为 久 为 凸 的 ,这 与 不 等 式 1ehl < 1 矛盾 .由 188], < 上 还、 
可 得 由 4 是 局 部 微分 周 胚 ， 所 以 4 是 微分 同 胚 * 估 
ВБИ. ВО 
В(Р(1,фь є), ф, в) ~ В, + В, + В, + К. + R,, 
К, == 21, ф, 0) — РИ» ф, в), ф, 0), 
К, = gll, ф, в) sll, Фф, 0), 
В, == АІ, р) — КРИ, р, =), Ф), 


R.— sg(1, 0, 6) 9%, 
Rsf(is фь в) Фй, 
дф 
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ІЖ РИ, рв) ВЕТКЕ, МХ 
Р 1+ 81 (1), 


我 们 有 
1,1 Selghlhlo, 1 Selgh, ТЕ < аА 1210 
А. < 8121,11, [В < 1А 
这 里 出 现 的 f, 8 ЯА ТрДУ. 最 终 有 ; 如 果 了 和 
PU gs) ЖТК, Д 
1&(РИ,; ps в), 8)| < сгв, 
这 里 саал) >00 是 与 1, 和 8 无 关 的 常数 。 
4.PCD 一 Ле) НИВУ. 
用 一 手表 示 对 慢 时 间 г 一 st 的 导数 。 我 们 得 到 P 和 J 满足 
关系 式 
Р = GP) + sR(P, фб), в), 
了 一 GUI)。 
因此 了 一 J 一 Z 满足 不 等 式 
124] + 6, 
这 里 а= |С, 6 = св, ЩР, 1 和 J 位 于 K 中 时 ， 此 式 总 是 成 
立 的 。 
5 5 18 A 中 学 开 证明 的 往来， 
49 2.1018 14lo。 于 是 我 们 有 
РИ, py в) — 11 «св. 
同时 ,以 上 证 明 的 估计 给 出 , 当 в Т 时 ,有 
1Ре) — ЈО) < сав, crm (eit аТ)е М, 
只 要 1060), Р(0) = РАК, Фа), в) 和 КО 位 于 天 中 
用 p 表示 平均 运动 的 轨道 114), вт) 到 KK 的 边界 的 距 
В. ДВЕ (е. с) < a。， 则 按 前 述 的 合计 , 当 ве Т 时 , КР, 
Рог) 和 12) 不 可 能 越 出 六 的 边界 .但 这 时 在 整个 时 间 区 居中 有 
I 一 ЈС) < И — РО) + ТРО) 
— №) св + св. р 


ЕЕ 


р. 例子 
чап der Pol 方程 就 是 


x 8(1 — tz 

这 是 一 种 摆 的 方程 ,其 中 有 非 线 性 的 “摩擦 ”, 这 摩擦 当 振 收 大 
ВЖЕ ЛЖ. 

未 摄 动 方程 + 一 一 x 可 以 写 为 标准 形式 Ф 一 人 1-0, 
ЈК фо = агр(х + М), 21 = а Ф, 

摄 动 方程 中 1 的 方程 是 

= ell — x)# = 28101 一 21cosp)sinip。 
因此 平均 方程 是 
i= el] — Р/2). 
这 个 运动 有 排斥 平衡 位 置 ) 一 0 和 吸引 平衡 位 置 /一 2. 

7 的 方程 的 平衡 位 置 对 应 于 摄 动 方程 组 的 环线 。 上 面 证 明 的 
定理 使 得 能 够 断定 ; 在 1/s 数量 级 的 时 间 里 ， 摄 动 方程 组 中 工 的 
变化 接近 于 平均 方程 组 中 7 的 变化 。 但 若 平均 方程 组 有 非 娆 化 的 
平衡 位 置 (例如 一 级 近似 为 稳定 的 平衡 位 置 ) , 则 对 充分 小 的 s, 摄 
动 方程 组 将 有 非 晓 化 的 (例如 一 级 近似 为 稳定 的 ) 环 线 ; 这 一 点 容 
易 由 隐 函 数 定理 得 出 。 

特别 地 ,对 于 小 的 6。，, van der Pol 方程 有 接近 于 贺 = # = 
4 的 稳定 的 极限 环 ( 图 94)。 


Ea 


я. 


$18. 多 频率 系统 的 平均 化 


多 频率 情况 比 单 频率 情况 研究 得 少 得 多 。 在 本 节 中 。 我 们 要 
给 出 这 个 领域 基本 结果 的 一 个 综述 。 


А. 共振 曲面 
考虑 平均 法 中 通常 的 报 动 方程 组 
2° +61, р, в), ФЕТ", в «1, оз» 0, 


І 9401, ps в), ГЕ ВСВ, 
频率 向 量 wm — (чи, е0, 0.) 称 为 打扰 的， 如 果 存 在 整数 成 分 非 
ЗН тое (ил, 05, т), 使 得 (т, в) = 0, 

这 个 整数 向 量 称 为 共振 数 。 

如 果 底 空间 B 中 的 点 使 得 оГ) 为 共振 的 ,我 们 就 称 它 为 
共 捧 点 相应 于 具有 共振 数 的 同一 共 握 的 六 有 共振 点 1， 组 成 
纤维 从 的 底 空 间 B 中 的 超 曲 耐 

Га = {ГЕ В: (я, ol)) = 0}. 

ИК ХОТ. 

在 一 般 情况 下 НЕЕ НЫЕ В НОЕ 
АЖ в > 1). 

例 1 考 感 未 摄 动 双 频 率 系 统 

Фф, фа, tO, 

н вд 1,51, 的 平面 (除去 零点 。 ИТЕ озо); 共振 曲面 
就 是 所 有 经 过 0 ,而 且 具 有 有 理 斜 率 的 直线 。 

在 这 个 例子 由 ,在 一 般 的 双 频 率 系统 中 也 一 样 , 共 找 曲面 一 般 


地 构成 不 相交 超 曲面 族 (图 95, 所 谓 “ 一 般 地 ” 即 指 2 有 最 大 


秩 )。 当 点 了 在 底 空 间 上 送 动 时 , 它 一 般 地 会 模 礁 共 深井 而 ， 
如 果 频 率 的 个 族 是 三 个 或 更 多 ,共振 曲面 的 分 布 会 完全 不 
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ра 
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图 好 图 站 


Я2 。 考虑 未 摄 动 的 三 频率 系统 
和 一 

ЖИВЫХ ть Ве НН, 

这 时 , 当 点 ЕЕ ЕА А, Н Д РГАН ИО Н Иа, ИЕ 
РАМАНЕ, 办 为 对 任意 直线 元 素 都 有 共 控 曲线 的 直线 元 素 任 
意 接近 于 它 (图 96). 

注 ЕЛО І (n 一 1) 维 射 影 空间 的 映射 

0: В-+ Врт", Ор) = (а), 0.00). 

ИЕА ВОЛНАХ. НЕХ НТ ЈЕ КР": ага АЗРЕТИ 80. 
在 二 维 即 = = 2 的 情况 „ЗЕНА ЕС ЕК. 

若 频 率 个 数 ” > 2 ， 则 有 理 超 平面 构成 一 个 连通 的 处 处 称 密 
的 集合 ,所 以 任 一 点 的 邻 域 痢 可 以 从 其 它 任意 点 的 邻 域 沿 着 共振 
ка. 

ЖИ ТТА, ЗОНЕ КИ К СА пу рда ЗЕ 

ЕЕ. ЕКИ АР 896 У ТЕ ИН И. 


В. 单 全 共 振 的 效应 


为 了 了 解 单个 共振 可 能 的 效应 。 我 们 考虑 一 些 简单 的 例子 。 
Я: ”考虑 摄 动 系统 : 
Bl, B= 1, ,= esl, = ecosgp, 
ЕЗ %, = 49。 平均 运动 以 非 堆 速度 与 共振 此 线 1, = 0 相交 .1 在 由 
一 oo 到 +co 肛 间 轴 在 精确 解 中 的 变 从 ,很 容易 沟 出 ， 可 由 Fremel 积分 给 出 


ы, 一 全 сов (в + ви = (Ф) МЕ. 
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在 平均 系统 中 , J, 不 随时 间 变化 。 

我 们 注意 到 ,对 积分 主要 的 贡献 来 自 共振 宽度 为 V е 数量 级 
的 邻 域 :积分 值 本 碳 也 是 У 8 数量 级 的 而 且 依赖 于 初 相 фо. 

所 以 ,在 这 个 简单 的 例子 黑 , 与 共振 相交 使 得 摄 动 方程 具有 相 
同 初 值 了 的 解 偏 离开 一 个 Vs 数量 级 的 距离 。 这 种 偏离 发 生 在 
# 振 曲面 的 宽度 为 V а 数量 级 的 邻 域 中 . 

出 现 V s 数量 级 的 量 ,这 是 所 有 与 盘 过 共振 有 关 的 问题 的 特 
点 。 

在 例 ! 中 ， 通 过 共振 只 产生 漫 动 方程 轨道 在 底 空间 上 的 投影 
与 平均 系统 轨道 之 间 的 很 小 的 散射 ,但 在 下 例 中 ,气动 运动 和 平均 
运动 就 完全 不 同 了 . 

#2 考虑 摄 动 方 程 组 

Bh, p= hs 1, в, 1, = ec (фу Фа), 


平均 方程 是 


六 一 sy jh=0. 
具有 初始 值 有 (0) = 1» 2.(0) = 1 的 平均 运动 在 = 十 时 为 л) 
0) 1. 
具有 初始 值 (0) =1, М0) = 1, 2.0) = 0, р(0) 一 0 Е 
ж, 当 : 一 二 时 ,给 出 ED 一 2，0(D 一 2 | 
所 以 。 报 动 运动 在 底 上 的 投影 系统 地 胡 疝 平均 运动 的 另 一 侧 运动 。 到 
+ 一 二 时 ,这 两 条 轨道 在 底 空间 上 已 分 离开 一 个 很 大 的 距离 (数量 级 17。 


平均 方程 不 适 于 用 来 描述 摄 动 运动 的 原因 在 于 ， 瀑 动 轨 造 总 
是 位 于 共振 曲面 上 ,而 在 接近 共振 时 ,平均 化 显然 是 不 能 用 的 ， 因 
为 时 间 平 均 并 不 接近 于 在 整个 * 维 环 面 上 的 空间 平均 。 

有 一 部 分 轨道 被 俘获 在 共振 情况 下 ， 这 是 频率 个 数 大 于 1 Ж 

例 3 (А. И. Нейшталт) 3827889 


0 这 个 方程 组 是 由 单 频 率 系 统 加 上 一 个 平凡 的 方程 ф. 一 1 而 得 的 . 这样 得 出 
ИНАЯ ЖЕНИЯ О. 
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фт 1, фо 1, Ге (0 + sing— Г), 
为 了 研究 这 个 系统 。 ЗАНЯТИЕ ВОЛЕ 名 一 
в(о 十 бар 一 中 )， 原 来 的 系统 很 容易 化 为 这 个 方程 ， 引 入 慢 时 
ее У в кг ~ 1/8 相应 于 区 闻 + 8). 用 一 撒 表 示 对 
齐 时 间 的 求 导 , 即 得 方程 
ф" = а+ зіпф м Е Фф. 
图 97 上 画 出 了 s = 0 时 的 相 图 (U 是 位 能 )。 


v 
а>у И, а<! 
>. ај _ 


?9 | 7 Ф 


Р! 


图 9 

设 а> 0. ЖЕНЯ 的 大 小 不 同 而 可 能 有 两 种 情况 。 车 
4 > 1 ( 扭 矩 比 重力 矩 为 大 ), 这 时 sing 不 起 本 质 的 作用 ; 7 是 单 
请 的 。 通 过 共振 == 0 相应 于 摆 的 旋转 方向 的 变化 ， 

Ж 。 < 1， 摆 的 运动 可 能 有 振动 情况 〈 相 应 于 相 图 上 分 离 
线 内 部 的 环 )。 振 动情 况 对 应 于 轨道 恒 位 于 共振 的 附近 ， 
小 摩 疗 V s ре 的 效应 最 基本 的 是 它 破 还 了 分 离 曲线 的 环 . 代 
之 出 现 的 是 在 〈p， Ф) 平面 上 沿 分 离 曲线 的 无 穷 部 分 的 效 带 ( 宽 
度 为 V s 数量 级 ) ,其 中 的 点 就 是 被 吸引 的 平衡 位 置 俘获 的 相 点 ; 
分 离 曲 线 内 的 整个 区 域 也 是 俘获 区 域 (图 98)。 
回 到 原来 的 系统 ,我 们 看 到 当 * < 工时 ,共振 有 俘获 区 域 。 共 
振 可 以 俘获 整个 轨道 的 一 小 部 分 在 1/e 时 间 内 被 俘获 的 初始 信 
СТ, gp) 集合 的 测度 是 Vs 数量 级 的 )。 对 这 些 被 俘获 的 初 给 值 ， 
慢 变量 了 的 变 差 ， 和 平均 方程 解 了 的 变 差 的 差别 在 于 它们 在 1/8 
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时 间 内 可 以 达到 1 的 数量 级 . 
对 于 其 余 的 初始 位 ( 即 在 一 个 测度 为 VE 数 共 级 的 集 外 的 初 
МИШ) , 工 和 7 之 差 在 1/s 时 间 内 仍然 很 小 (可 以 第 出 它 是 V5 lns 
数量 级 )。 
另 一 方面 ,着 a > 1。 绝 不 会 发 生 共 振 的 保 效 现象 
С. 两 频率 时 的 通过 共振 


考虑 频率 为 (2). о( 的 双 频 率 系统 : 
ф = ю Нар, ф = о + 8, 


Ё = ер, 1. == в. 
定义 ”如果 频率 之 比 or/w 洛 着 摄 动 系统 轨道 的 变化 速度 便 
不 为 零 : 


до, 
ga 
a1 І 8 


ФЙЗКНЕ оо 沿 平均 方程 轨道 的 变化 速度 恒 不 为 夫 : 


mB С, зе в де 6, 


就 说 此 系统 适 拿 条 件 А 
我 们 将 设 所 有 考虑 的 系统 都 是 解析 的 ， 
定理 。 车 系 统 适合 条 件 А, 则 摄 动 系统 的 慢 运 动 1(#) 与 平 
УЖ Л 之 差 在 + 一 1/8 时 间 内 很 小 , 即 车 000) 一 ХО), 
则 当 055 < 1/5 时 ,有 
6) = К< ув. 
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有 证 明 的 基础 是 ， 分 离 出 共振 数 不 大 (但 当 8 很 小 时 很 大 ) 的 
有 限 多 个 共振 数 不 大 的 共振 ( 当 в 很 小 时 ， 共 振 数 很 大 )， 在 所 取 
的 共振 曲面 的 小 邻 域 之 外 则 用 通常 的 变量 变换 (3 17), 


穿 过 所 选 的 共振 之 邻 域 导致 V5 数量 级 的 发 数 〔 如 上 例 ). 

把 所 选 的 共振 附近 的 发 茹 的 结果 与 在 共振 之 间 区 中 上 的 误 移 
的 结果 联接 起 来 即 得 以 上 估计 .多 

详 见 В. И. Арнольд [3], А. И. Нейштадт {1], А. И. 


Нейштадт 的 学 位 论文 中 中 包含 了 上 述 佑 计 的 证 明 ， 并 以 Ve 代 
替 了 第 一 篇 引文 中 的 We ш%. 

定理 (A. И. Нейшнадт) 若 系 统 满足 条 件 和男 一 个 条 
件 B《 几 平 恒 满 足 )、 则 在 基 一 测度 不 超过 ce, е 集合 外 的 初 什 
(о, po)。 报 动 系统 的 慢 运动 1(z) 与 平均 系统 的 运动 1), 在 时 间 
:+ 一 1/5 内 ,相差 一 直 很 小 ; 即 若 1(0) = J(0), 有 

НО = Л < ам ее. 

ЧЕК: ГВИНЕЯ, ЕВ 
出 的 共振 曲面 的 小 邻 域 之 外 ,应 用 通常 的 变量 代 换 . 

在 讨论 所 选 的 共振 时 ,在 一 些 图 周 上 作 平均 ,这 些 圆 周 是 非 摄 
арр 

为 此 目的 ,国定 共振 数 《m, та), НВ т, т, 为 互 素 ,并 在 
环 面 上 和 远 取 新 的 角 举 标 (7,8), У 一 пр, 十 тр: 以 代替 (р, 
Pr)。 在 共振 时 ， 因 mn 十 wen 一 0。 故 未 摄 动 运动 的 角 坐 标 7 
的 变 率 为 零 。 

在 底 空间 上 也 选用 特殊 的 坐标 $ ~ mo 二 mews。 共振 曲面 
的 方程 式 为 “一 0， 即 是 说 p 标志 对 共振 的 偏离 。 共 振 曲 面 上 的 
点 用 表示 。 在 共振 曲面 附近 ， 一 点 可 以 用 它 与 共振 的 距离 及 
其 在 共 氛 曲 面 上 的 投影 来 标志 。 

采用 这 样 的 坐标 , 报 动 系统 成 为 

了 wp 十 BF б = а(Т) + 86Р, ф= вЕ,, 6 = ВЕ. 
函数 Ft 对 7 与 5 均 以 2x 为 周期 。 
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对 共振 运动 的 轨道 作 平均 化 。 就 是 对 а 作 平均 。 平 均 化 系统 


成 为 
7 一 p 十 8G，5 一 8G б = вл, 


БЕЗ G4 对 7 2я 为 周期 。 它们 依赖 于 P 和 8。 

引信 慢 时 间 + 一 V5 * 与 对 共振 的 规范 化 距离， 一 p/V в. 
т г 的 导数 , 则 平均 方程 可 以 写 为 

T=riVeG, аб, гуе б. 

函数 Gk 的 变 元 是 y, А ег, о Же, 

在 此 方程 中 , 令 в 一 0， 基 得 一 级 近似 方程 

Yr г и, 9), o 0. 

因此 作为 一 级 近似 ,我 们 得 到 了 具有 依赖 于 参数 9 扭矩 摆 的 
方程 .这 个 一 级 近似 方程 的 Hamilton 性 质 是 一 御 令 人 惊异 的 事 。 
它 是 计算 的 结果 ,而 不 是 预先 就 很 清楚 的 . 

考 起 一 级 近似 方程 在 〈y, г) 平面 上 的 相 图 。 它 看 起 来 好 象 
$188 例 3 中 <1 或 <> 1 的 情况 ,这 要 由 函数 * 是 否 变 号 而 定 . 

结果 是 ,分 离 曲 线 只 对 共振 数 不 太 大 的 ,不 多 的 几 个 共振 出 现 
环 ( 这 里 用 到 了 条 件 А). Е, 条 件 A 意味 着 函数 对 干 7 的 
平均 值 不 是 零 . 对 一 级 近似 方程 中 大 共振 数 的 共振 、 我 们 得 到 与 
其 平均 值 相差 甚 微 的 函数 (因为 这 时 ,对 а 的 平均 接近 于 在 环 面 
上 的 平均 )。 所 以 它 处 处 非 零 这 相应 于 一 个 扭矩 大 于 重力 矩 的 
把 。 这 时 一 级 近似 方程 赋 没 有 平衡 位 置 也 没有 振荡 区 域 . 

当 从 一 级 近似 方程 转 到 全 方程 时 ， 分 离 曲线 的 环 变 成 共振 的 
保 获 带 , 如 8 18 В А0 з 那样 2. 相 空间 中 俘获 点 集 的 测度 可 用 数 
量 级 为 Vs 的 量 来 估计 ,只 要 一 级 近似 方程 的 所 有 平衡 位 置 都 是 


简单 的 ( 即 函数 “的 零点 都 是 简单 的 , 亦 即 当 * 一 0 时 ,这 т 0). 


ИТ КАЕ ЈЕ Нейштадт 定理 中 的 条 御 B。 注意 ,这 
个 条 任 是 加 在 相应 于 有 限 多 个 共振 的 一 级 近似 方程 上 的 《因为 在 


1) 与 $188 之 例 3 不 局 ; 在 一 般 销 况 下 ，“ 被 俘获” 的 轨道 并 不 一 定 永 远 接 近 共 
振 . 
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ЖНА ТВЕА Н ани). 

把 关于 工 在 非 共 振 区 闻 中 的 变化 的 估计 与 它 在 共振 附近 一 一 
即 在 相 空 间 的 非 俘获 部 分 上 的 估计 结合 起 来 即 得 定理 的 证 明 。 详 
见 Нейштадт 上 引 的 学 位 论文 .> 

Ж ”对 于 两 频率 系统 , 我 们 对 条 件 A 不 成 立 的 情况 还 没有 
研究 过 ， 这 时 快运 动 频率 之 比 在 平均 运动 中 并 不 单调 变化 .在 底 
空间 为 一 维 时 不 可 能 有 这 种 性 态 .然而 若 旬 变 量 ГРА 222, 则 
频率 比 演进 的 逆转 是 一 个 通 有 的 现象 而 不 会 被 系统 的 振动 消除 . 


р. 多 频率 系统 


我 们 对 具有 两 个 以 上 频率 的 情况 比 对 双 络 率 情况 研究 得 少 得 
多 。 对 于 通 有 的 系 绕 ， 快 运动 的 频率 对 慢 变 量 的 几乎 一 切 值 都 是 
不 可 通 约 的 。 所 以 自然 地 可 以 期 待 ,对 大 多 数 初始 什 ,平均 法 正确 
地 描述 了 则 变量 在 1/8 数量 级 的 时 间 区 洞 里 的 演进 。 

这 个 方向 的 第 一 批 一 般 定理 属于 Д.В. Аносов( 0, Аносов[11) 
和 Т. Сака (И, Саѕира[11). 

Аносов 的 定理 指出 , 对 于 任 一 正 数 " ， 相 空间 的 某 一 紧 集 中 
适合 以 下 条 件 的 初 值 集合 的 测度 随 。 而 趋 于 0 : 

当 1(0) = 0) 时 ,max |16) — KD) > г. 


如 通常 一 样 , 这 里 的 了 是 摄 动 运动 的 投影 ,J 是 平均 运动 ; 这 里 候 
设 了 频率 在 以 下 意义 下 独立 :频率 对 慢 变量 了 的 导 映 射 Bo187 的 
秩 等 于 决 变量 的 个 数 ， 

这 个 定理 事实 上 是 在 更 一 般 的 条 件 下 得 证 的 ， 没 有 假设 快运 
动 的 条 件 局 期 性 ,而 是 候 设 了 它 在 几乎 所 有 环 面 上 的 凯 历 性 ;和 通 
常 一 样 ,假设 平均 运动 的 解 了 可 以 拓展 到 时 间 1/8. 

在 时 间 1/s 内 可 能 出 现 对 平均 运动 大 的 偏离 的 小 测度 集 〈 若 
e 很 小 ), 对 应 于 所 有 被 共振 保 获 的 轨道 ,或 者 由 一 个 共 皖 曲面 到 别 
的 共振 曲面 上 游 落 的 轨道 , 当 频 率 个 数 大 于 2 时 ,这 也 是 可 能 的 。 

实际 估计 这 个 集 的 测度 是 有 意义 的 .例如 对 于 二 频率 系 绕 , 由 
Нейштадт 的 结果 ( 见 $18C), 可 知 , 在 一 个 测度 不 大 于 VB 
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的 集 外 【还 要 对 系统 加 上 不 多 几 个 条 件 j， 有 00 一 < 
aa Vs [ае]. 

假设 频率 是 独立 的 , 妈 6w/61 的 秩 等 于 频率 个 数 ， 

定理 (А. И. Нейштадт) 对 于 具有 独立 频率 的 系统 ， 在 
一 个 具有 小 测度 X АМ, УЕ, пах 100) — 
КОТ, Ш 1(0) = 0) 时 ,可 以 用 см в /Х 从 上 方 估计 . 

一 个 等 价 的 表述 法 如 下 ; 用 (е, о) 记 某 一 固定 紧 集 内 初 
值 集合 ,这 些 初 值 使 得 误差 在 指定 的 s 值 下 > p， 这 时 


шезЕ (8,0) < слм в /о, 


证 明 可 见 А. И. Нейштадт [3]. 这 个 证 六 引用 了 上 述 Casu- 
ва ИЕА ИЕА. 对 平均 法 中 的 变量 变换 加 以 修正 (光滑 化 ) 。 使 
它 不 仅 在 共振 的 信 域 外 ,而 且 处 处 是 由 光滑 函数 给 出 。 
А. И. Нейштадт 的 结果 也 可 以 解释 为 措 出 了 了 与 了 在 相继 
的 长 为 1 的 时 间 区 间 上 偏离 增 量 的 绕 计 独 立 性 事实 上 。7 一 J 
在 数量 级 1 的 时 间 工 上 增 最 数量 级 为 s, 而 在 区 间 1/e 内 长 为 7 
的 区 闻 个 数 的 数量 级 为 1s。 如 果 在 各 个 长 为 工 的 区 间 上 的 增 如 
是 狼 立 的 , 则 按 概率 论 ,在 时 间 1/s 中 增 呈 的 期 望 值 应 正比 于 时 间 
工 上 的 增 量 与 试验 次 数 的 平方 根 之 积 。 即 应 有 数量 级 eV 17s 一 
Е. 
Нейштадт 的 定理 确实 给 增 量 以 这 样 的 数量 级 ,但 不 是 对 于 一 
切 初始 值 ， 需 要 除去 一 个 测度 为 Vs 的 初始 值 集 , 对 这 些 初始 值 
或 者 有 共振 的 俘获 ,或 者 有 不 相应 于 独立 增 量 格式 的 大 偏离 出 现 . 
了 对 偏离 增 量 独立 性 的 思想 , 当 决 运动 不 是 条 件 周 期 的 ,而 
是 Аносов 系统 时 ,显然 可 以 论证 得 充分 得 多 ， 这 一 点 特别 是 由 
相 空 间 中 函数 的 中 心 极限 定理 给 出 的 〈 见 Я. Г. Синай [1] 各 
М. Е. Разнер [1]). 这 个 定理 论证 了 当 快 运动 和 慢 运 动 邦 与 由 
变量 无 关 时 的 概率 论处 理 方法 ， 
= (р), $— wo(p). _ 
者 我 们 关心 系 绕 在 时 间 的 数量 级 大 于 1/s (例如 在 1/sV в 
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或 Is 数量 级 ) 时 的 性 态 ， 概 率 论 的 论证 法 特别 有 趣 、 如 果 在 时 
НГ 1/s， 整 个 轨道 的 1/V е 被 共振 保 获 ， 而 且 在 以 后 各 个 长 为 
1/e 的 时 间 区 闻 里 ,整个 新 轨道 同样 被 俘获 , 则 在 数量 级 1/5^/ е 
的 时 间 轩 ,大 部 分 轨道 被 共振 俘获 。 在 1/8? 时 间 以 后 就 只 能 看 到 
共振 运动 了 。 然 而 ， 在 不 同 的 长 为 1/e 的 区 间 里 保 获 的 独立 性 是 
一 个 很 强 的 附加 假设 ;除了 被 共振 保 获 外 ,也 会 发 生 逆 过 程 ， 

Нейштадт 定理 中 频率 独立 性 的 假设 本 质地 限制 了 它 的 应 用 
范围 ,条 件 


rankGwj81 一 频率 的 个 数 ， 
可 用 下 面 的 频率 比 的 独立 性 条 件 代替: 
映射 Г (он), ео СГ) 之 秩 为 в— 1. 

然而 当 慢 变量 个 数 很 小 (小 于 频率 个 数 减 1) 时 ， 这 个 条 件 也 
不 能 满足 . 

想 把 Нейштадт 定理 推广 到 慢 变 景 个 数 本 质地 小 于 频率 个 数 
的 情况 ,需要 研究 Euclid 空间 的 子 流 形 上 的 Diophantine ЗТ, 

对 于 适合 某 些 非 嫉 化 条 件 ( 即 某 些 行列 式 不 为 0) 的 映射 

о; ВА» Ке, Ап, 

对 Ке ЛЗР ВОНО г НИКО ЧИ 
(т, «(1))| 2 Ст", т Є2"\0. 
此 式 对 R* 中 几乎 所 有 的 点 成 立 。 

这 类 结果 对 于 符 殊 的 曲线 { 例 如 由 一 站 已 经 得 到 过 ， 例 如 ,可 
见 В. Г. Сиринджк [1]; 关 于 一 般 傅 况 可 以 参看 A. С. Пяртли [1], 

注意 , 这 些 工作 既 没 有 解决 上 述 的 推广 Нейштадт 定理 的 问 
题 ,也 没有 解决 » 的 准确 估计 这 一 算术 问题 (顺便 地 说 ,这 对 我 们 的 
问题 意义 不 大 ,因为 > 的 变化 只 会 改变 方程 的 所 需要 的 光滑 性 )。 


$19. Hamilton 系统 的 平均 化 


本 节 中 简单 地 叙述 , 当 末 报 动 系 统 和 滁 动 系统 都 是 HamiL 
ton 系统 时 ,平均 法 的 特点 。 
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А. 平均 系统 的 计算 


设 在 未 摄 动 系 统 中 已 引入 作用 量 一 - 角 变 量 ， 即 这 样 的 典 则 
НИИ (1,,---, 1; gp。 mod2x) 使 Hamilton 函数 
到 只 依 六 于 作用 量变 量 I Hamilton 典 则 方程 本 来 形 如 
_ вн _ ан 

а” др” 
故 当 нен) 时 ,有 
第 一 of 并 一 0. 


所 以 闫 率 向 量 oC1) 等 于 94. 


Ф 1= 


振动 系统 由 Нап ол 函数 Н = НГ) + НКТ, р, 6), Ш 
Н.Е Рр 2а 为 局 期 因此 报 动 运动 的 方程 成 为 
Ф oll) + вдН,[Ә1, = е Н, 
аф 
定理 ПЕНТАН т ИК Назор 系统 中 ， 
慢 变量 在 下 述 意义 下 是 不 发 生 演化 的 ， 即 平均 系统 形 如 了 一 0. 


4 当 计算 ЕЯ 在 = 维 环 面 上 的 积分 时 ,可 以 先 对 р, 求 积 .这 


个 一 维 积分 等 于 周期 函数 Н, 在 一 个 周期 上 的 增 量 , 即 为 0， 乱 
这 个 简单 的 定理 表明 ,在 Hamilton 系统 中 , 慢 变 量 的 演化 与 
ЗЕ Hamilton 系统 的 情况 差异 极 大 。 


В. Колмогоров 定理 


设 各 频率 在 以 下 意义 下 独立 ， 即 频率 对 作用 量 的 导 肤 射 人 


ЖЕШКО. ЭХЕ, А. Н. Колмогоров 在 [1] 中 证 明了 ,大 多 
数 不 变 环 面 【 一 const， 在 小 的 Hamilton 报 动 下 只 是 稿 有 变形 


О жа С, 9》 使 想 空 间 的 六 构造 成 为 中 一 Хи Ла, № С.ф) ВЯ 
ии. 
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ЖЕНА. УЖИН, Же ЖИА В 
处 处 稠密 地 填 满 不 变 环 面 。 
将 (一 ОН НКО 一 #4 Л (> 一 1)- 维 射影 空间 


п ( 人，… 人), 并 令 其 Jacobi 行列 式 非 9， 则 报 动 系统 


的 不 变 环 面 大 体 填 满 Hamilton 函数 互 的 〈2x 一 1)- 维 等 值 流 形 
НИ, 9) = в 《其 余 集 只 有 小 测度 ). 

特别 地 ， 车 频率 个 数 = 一 2， 这 些 二 维 环 面 将 把 三 维 等 值 流 
形 分 害 开 来 .因此 即使 对 于 那些 不 在 环 面 上 的 相 曲 线 ， 作 用 量变 
量 在 无 穷 长 的 时 间 区 间 上 也 变化 极 小 、 从 两 个 不 变 环 面 的 癌 阶 发 
出 的 相 曲 线 也 不 能 逸 出 这 个 癌 辽 。 

车 频率 个 数 大 于 2, 环 面 不 能 分 割 Hamilton 函数 的 等 值 流 
形 。 基 些 相 曲线 (构成 小 测度 集 ) 可 以 在 不 变 环 画 之 间 的 共振 曲面 
附近 游荡 而 远离 作用 量变 量 的 初始 值 . 

有 这 样 的 例子 〈 见 В. И. Арнольд [2])， 其 中 确 有 这 样 的 
逸 出 发 生 。 在 这 些 例 子 中 ， 逸 出 的 平均 速度 指数 地 减 小 〔〈 数 量 级 


вт). 


С. Нехорошев 定理 


可 以 证 明 , 在 每 个 通 有 的 Hamilton 系统 中 ,作用 量变 量 与 其 
初始 值 的 偏离 如 此 小 ， 所 以 不 能 用 摄 动 理论 的 任意 近似 方法 探知 
《 即 是 说 ， 对 任意 的 W， 它 不 表现 为 可 以 在 数量 级 1/ ee 的 时 间 内 
观测 到 的 偏离 , s 是 振动 参数 ). 

准确 些 说 ，H. Н. Нехорошев 在 [1],[2],[3] 和 他 在 莫斯科 
大 学 的 学 位 论文 (1973) 中 证 明了 ,对 几乎 所 有 的 未 报 动 Hamilton 
函数 Ho(1)， 痢 存在 着 正 数 a 和 4。 使 得 报 动 系统 的 作用 量变 量 了 
在 时 间 了 一 ем” 中 的 平均 变化 速度 不 超过 8*, 

注意 , 当 = 一 0 时, 工 增 长 得 比 1/s ИМЕНА, АЯ 
ЧЕ м, 在 时 间 1/e* 内 ,了 的 变化 很 小 。 

常数 4 各 依赖 于 未 摄 动 Hamilton 函数 Н ЮЛИЯ, 


* i63+ 


Фп, 2н, 是 严格 同 的 ( 即 短 阵 Ое 为 正定 的 )。 则 可 取 а = 


2] (6 — За + 14), Б = 3а]2, п 为 频率 个 数 、 

在 以 下 意义 下 ,定理 是 对 几乎 所 有 的 H, 证 得 的 , ВОЈ А, 
的 Taylor 系数 满足 一 组 无 穷 多 个 显示 写 由 的 代数 方程 . Hexopo- 
шев 称 这 些 例外 的 函数 为 非 陡 的 。 对 于 非 陆 的 及 ,在 数量 级 为 
Ue 的 时 间 内 发 生 逸 出 是 可 能 的 ,在 指数 寓 的 移出 的 例子 中 ($19， 
В), Но 是 陡 的 . 

Нехорошев 定理 的 证 明基 于 Hamilton 系统 中 的 平均 化 的 以 
下 简单 性 质 。 

设 对 慢 变 量 了 的 某 些 值 ， 具 有 4 个 频率 的 Hamilton 系统 有 
共振 (т, о) 一 0 发 生 。 于 是 在 相应 的 共振 曲面 附近 , 很 自然 不 
是 在 = 维 环 面 上 作 平 均 化 ， 而 是 在 低 维 的 共振 环 面 上 作 ，。 若 共振 
是 单 重 的 , 即 若 整 数 分 量 的 向 量 六 是 唯一 确定 的 , 则 共振 环 面 的 维 
数 为 н — 1. ЖИ (т, в) = 0 有 个 有 理 独 立 解 , 则 快 
运动 的 轨道 处 处 稠密 地 填 满 了 一 和 《 维 共 振 环 面 。 正 是 在 这 些 环 夯 
上 作 平 均 。 

定理 。 当 在 相应 于 共振 (т, о) 一 0 的 共振 环 面 上 作 平 均 
时 ， 平 均 系统 的 作用 景 变量 了 工 的 演化 方向 在 共振 向 量 六 所 张 的 平 
面 上 (在 单 午 共振 情况 下 ,演化 方向 是 唯一 决定 的 ,这 就 是 向 量 zm 
所 张 直线 的 方向 ). 

Фал, 我们 考虑 单 重 共振 的 情况 ， 我 们 用 7 记 角 坐 
标 , 它 在 共振 中 是 不 变 的 :7 一 (mw,p)， 为 对 摄 动 系 统 作 平均 ,只 
需 将 Hamilton 函数 对 快 变量 进行 平均 ,结果 可 得 平均 的 Hamil- 
ton 函数 Н. + е, В, 依 赖 于 作用 量变 重 和 一 个 角 变量 7. 

平均 运动 方程 给 出 


ай, 


і = в 
ЕЯ 


ОЕ а ИНЕТ 
ЧЕ ЗР ааа Е ИУС ЗНА 48 ЕЕ ЗЕ. 
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另 一 方面 2 Е 到 н 的 方向 。 > 

Некорашев 定理 可 以 由 上 面 的 定理 如 下 论证 得 出 ， 只 有 在 共 
氢 队 并 在 共振 向 最 生成 的 方向 上 才 可 能 有 快 演化 《和 速度 为 数量 级 
s)， 然 而 ,加 于 Б, АСВЕЯ СРНА Н, 为 严格 凸 郑 可 ) 保证 
了 这 演化 将 在 引 也 共振 晶 面 的 方 商 上 。 困 此， 共产 被 玻 环 而 演化 
只 持续 -个 短 时 间 ; 结 果 确 实 得 到 了 平均 速度 的 指数 小 上 界 。 

另 一 方面 ,如 果 哇 性 条 件 被 破 环 , 则 在 共 派 曲面 上 存在 一 条 
线 ， 它 在 各 点 的 切线 帮 位 于 共振 向 基 所 张 的 平面 内 。 洛 这 衬 的 
线 ,演化 可 以 有 数量 级 。 的 平均 速度 ,这 将 导致 作用 量变 入 在 1/ 
ЕТЕ СУА 


$20. 绝热 不 变量 


这 里 对 具有 组 变 参数 的 Hamilton 系统 的 绝热 不 变量 理论 的 
基本 结果 作 一 个 综述 。 


А. 绝热 不 变量 的 概念 

在 考虑 具有 绥 变 参数 的 Hamilton АРТ, РЕ ТАКИХ 
象 ， 通 常 互相 独立 的 量 ， 渐 近 地 ( 即 当 参 数 变化 速度 趋 于 0 时 ) 变 
成 彼此 的 函数 ， 

Вежа КЧ, КЫНАТ ЕЛАТУ. аа 
УНО АС, ДПЕ ЕТАПЕ Г, ИЕН СИНИ , 
这 要 由 摆 长 变化 的 特定 方式 而 定 。 

虽然 如 此 ,事实 上 若 摆 长 的 政变 足够 慢 , 则 在 长 度 恢 复 时 ， 振 
荡 的 振幅 几乎 不 变 ， 此 外 挡 的 能 量 与 频率 之 比 在 整个 过 程 中 也 几 
平 不 变 , 明 然 当 摆 长 改变 时 ,能 量 与 频率 都 在 变化 。 

ш Hamilton 系统 的 参数 充分 级 慢 变 化 时 ， 渐 近 保 持 不 变 的 

准确 些 说 ,考虑 Hamilton 微分 方程 组 *=v(x,%), % 是 参数 . 


< 165 * 


相 点 * 和 参数 4 的 函数 工 称 为 绝热 不 变 最 ， 如 果 对 慢 时 间 
r+ 一 et 的 任意 光滑 ( 亮 分 多 次 可 微 ) 攀 数 10), агаа 
v(x， 4(6#)) М 1(&), ав) 的 变化 在 时 间 0 о 1/в 
内 的 变化 很 小 ,这 里 8 充分 小 。 

В. 具有 一 个 自由 度 的 系统 的 绝热 不 变量 的 作法 


Ў Hamilton 函数 Н(Р, 4, 2) 对 1 的 每 一 个 值 都 有 封闭 的 
相 曲 线 НОР, 1,2) 一 (例如 包 图 一 个 平衡 位 置 ,在 该 处 小 振动 
的 频率 非 0)。 

Я 10р, 9; 4) 记 当 1 取 定 什 时 过 点 (p, 9) 的 相 曲 线 所 包围 
的 面积 除 以 2 68—10. Е ЕЯ 

м ятт не = +72; аан о, дви 
mW 2812 ЗАТ = 278] Јав, ДНЕ о 一 аб, 所 以 对 于 摆 有 

1= ню. 

ЖИ (4,5) 起 了 参数 4 的 作用 。 

定理 ”作用 量变 晤 了 是 自由 度 为 1 的 Hamilton 系统 的 绝 
热 不 变量 . 
С. 作用 量 的 绝热 不 变性 的 证 明 

证 明 的 基础 是 平均 法 。 用 Pp 表示 封闭 相 曲 线 的 角 学 标 ， 其 取 
法 如 下 ,使 得 9 与 曲线 上 运动 的 时 间 成 正比 且 每 旋转 一 周 就 增加 
21 〈 当 然 角 坐标 ”与 作用 量变 量 了 都 不 仅 依赖 于 相 坐 标 〈p。 Ф), 
而 呈 也 依赖 于 参数 4)。 

这 时 系统 的 方程 在 每 一 个 确定 的 4 值 处 可 写 为 平均 法 中 标准 
的 未 摄 动 方程 的 形式 ， 

ф = о(1, 2(г)), Ё= 0, #=0. 
се Дт Е 
ф=о +8}, {= =, = 8, 

f 与 8 对 『m 有 周期 2x。 

我 们 现在 来 作 平均 化 系统 。 
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引 理 。 作用 量变 最 是 平均 化 系统 的 初 积分 亦 由 8 对 的 
平均 值 为 0)。 
1 考虑 由 对 应 于 参数 初始 值 的 闭 相 曲 线 1 一 1。 所 围 的 区 域 ， 


根据 平均 化 的 定理 。 经 过 区 间 | 0, 二] 内 的 任 写 时 间 ›, 此 区 域 的 


象 除 了 相差 数量 级 为 6 的 误差 以 外 ,是 一 个 由 参数 值 为 1 一 4(s1) 
的 闭 相 曲线 围 成 的 区 域 。 

但 运动 方程 是 Hamilton 方程 (虽然 是 非 自 治 的 )， 由 Liou 
ville 定理 : 象 的 面积 等 于 原 像 的 面积 ,所 以 1, = 1. № 

推论 。” 摆 的 能 量 与 频率 之 出 是 绝热 不 变量 . 

问题 。 “小 球 在 两 个 直立 的 绝对 弹性 墙 之 间 运 动 ， 墙 闻 距 离 绥 济 变 化 . 
证 明 小 球速 度 与 墙 间距 离 的 乘积 是 一 绝热 不 变 最 ， 

间 题 “磁场 中 有 葵 电 粒子 运动 ,此 磁场 当 粒 了 于 在 围绕 磁力 线 的 Lamour 
环 时 缓慢 变化 。 证 明和 粒子 重 直 于 磁力 线 速度 分 量 的 平方 与 磁场 强度 之 比 
ян 是 一 个 绝热 不 变量 (例如 见 Л. А. Ариямович (11). 


©. 多 频率 Hamilton 系统 的 绝热 不 变量 


考虑 含 参数 14 的 多 频率 Hamilton 方程 组 р На, 4 一 
有 H,. 设 对 国定 的 2 它 有 Hamilton 函数 为 НИТ, 4) 的 作用 量 一 一 
АЕ: 省 一 oI 和， 一 0 («= 580), ПЕНА 
于 #4 个 作用 量变 量 , 即 

де н; 
а (28) аа ef о, 

和 上 面 一 样 、 设 参数 1 开始 缓慢 变化 。 р 与 9 的 变化 用 具有 
变化 的 Hamilton 函数 的 Hamilton 方程 组 来 描述 ,而 变量 了 的 
证 态 则 用 摆动 方程 组 来 描述 (我 们 设 а 一 ег, е 是 小 参数 )。 

引 理 摄 动 方程 组 是 具有 单 值 Hamilton Ж 二 有,(1， 
2) 十 gH(1, ,4, =) 的 Hamilton 方程 组 。 

直 青 的 证 明 或 者 需要 一 些 关 于 辛 几何 。 或 Hamilton 形式 化 
的 知识 (例如 见 В. И. Арнольд [91)， 或 者 要 作 繁 宛 的 计算 ,在 
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А. 
推论 ”作用 量变 量 7 是 平均 系统 的 初 积分 。 


«ЗЕ, 平均 化 后 的 函数 一 一 即 方程 之 一 2 的 右 
ф 


方 -一 -是 周期 函数 的 导数 ,从 而 其 平均 值 为 0 ( 见 $ 19,А 的 定 
ж). > 

把 这 个 推论 与 Heimmaar 定理 〈$ 18 D) 结合 起 来 ， 可 得 以 
下 的 结论 ; 

具有 用 个 频率 以 及 绿 变 参数 的 Hamilton ЖЕНЕ 
了 的 变化 在 时 间 1/e ре нша нна 
一 个 测度 不 大 于 eV Го КЕ. (过 时 要 让 守 间 是 村 的 
и бе вре). 

定义 。 Hamilton 系统 的 相 点 和 一 个 参数 的 函数 了 称 为 一 
个 几乎 绝 六 不 变量 如果 对 任 一 p > 0， 紧 相 空 间 中 的 如 下 初始 
值 集 的 测度 随 8 而 扣 于 0， 这 些 初 始 值 使 得 沿 着 具有 绿 变 参数 
的 Hamilton 方程 的 解 的 变化 在 1/e 时 间 中 超过 е. 

所 以 。 作 用 量变 量 1,，-…, 1.) 是 任意 其 有 多 个 频率 的 非 


МАЕ Hamilton 系 综 的 几乎 绝热 不 变量 . 


Е. Ф г> 17е НИ 


虽然 绝热 不 变量 在 时 间 1/s 内 变化 很 小 ， 没 有 理由 设想 它 的 
变化 在 大 的 时 间 区 间 ( 例 如 数量 级 为 1/@) 内 也 变化 很 小 , 更 不 说 
无 穷 时 间 区 间 了 . 

例 考虑 具有 级 慢 周 期 变化 的 参数 的 摆 ; 


tm (1 十 zcos Oi)s. 
不 论 。 多么 小 ( 即 不 管 参 效 变动 多 么 慢 ), 痢 可 能 出 现 参数 共振 ， 这 时 平 奖 位 
置 成 为 不 稳定 的 ， 很 清楚 ,在 参数 共振 时 ,绝热 不 变量 将 无 界 地 变动 (在 无 
穷 大 时 间 区 间 内 ). 
事实 表明 。 具 有 周期 慢 变 参数 系统 的 绝热 不 变量 的 这 种 性 态 
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正 是 与 此 系统 的 线性 相关 联 的 ;确切 地 说 ,是 与 振动 周期 与 振幅 无 
关 相 联系 的 。 若 在 具有 周期 慢 变 参 数 的 Hamilton ЖАН, ВЕ 
动 的 频率 对 作用 量变 量 的 导数 非 0， 则 作用 量变 量 在 无 穷 时 间 区 
疗 中 变化 也 很 小 ( 风 В. И. Арнольд [1])， 

证 明基 于 以 下 事实 ,这 个 情况 下 和 Kolmogorov 定理 中 一 样 
( 见 $19 В), 存在 着 不 变 环 面 。 

另 一 个 有 趣 的 情况 是 , 当 г — оо Ж г» со 时 ,参数 
的 变化 有 确定 的 极限 。 这 时 讲 绝热 不 变量 在 一 co 和 十 oo 时 之 
值 ， 以 及 绝热 不 变量 在 无 穷 大 时 间 区 间 的 增 量 АЈ 一 Ио) 
1(—9%), Фат ХА, 

对 于 线性 方程 


Eo —ой(вг)х, (00) 0_, alt) = 0+, 


可 以 证 明 , 绝 热 不 变量 在 无 穷 时 间 的 增 量 对 в 是 指数 地 小 (假设 函 
数 @ 是 解析 的 , 它 不 应 变 号 ,而 且 在 无 穷 远 处 的 性 态 是 合理 的 ), 此 
外 可 以 显 式 地 给 出 绝热 不 变量 当 в 一 0 时 的 渐 近 式 的 主 项 ( 见 А. 
М. Дыхне 11], ДЖ А. А. Слуцкин [1])。 对 于 高 维系 统 也 曾 
得 到 类 似 的 结果 。 准 确 的 提 法 和 证 明 可 以 在 MB. Федорюк[1 
中 找到 (但 是 其 中 没有 引述 物理 学 家 更 早 的 工作 )。 

一 维 非 线 性 系统 的 绝热 不 变量 的 增 量 问题 也 曾 由 物理 学 家 研 
究 过 。 他 们 证 明了 增 景 比 ee 更 小 , 即 是 说 绝热 不 变量 的 变化 在 尾 
意 阶 的 摄 动 理论 中 都 不 出 现 (А. Lenard [1]). Нейштадт 在 解 
析 情 况 下 也 得 到 了 指数 估计 。 

关于 具有 若干 个 自由 度 的 非 线性 系统 ， 和 物理 文献 所 说 的 祖 
反 。 作 用 量变 量 一 般 说 来 没有 绝热 不 变 狂 ， 它 们 只 是 几乎 绝热 不 
变量 , 即 是 阅 ,对 大 多 数 初始 值 变化 很 小 。 


$21 Seifert 叶 层 构造 中 的 平均 化 


在 研究 一 个 闭 相 曲 线 的 邻 域 时 ,会 遇 到 这 样 的 情况 , 即 邻 近 相 
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曲线 的 一 次 近似 也 是 闭 的 ; НЕЕ ВУ ВЕ НЕНИЯ 
曲线 转 若 干 次 ( 即 所 亩 共振 情况 )。 讨论 一 个 系统 接近 于 共振 时 
的 性 态 或 称 近似 共振 适 动 ， 会 遇 到 平均 法 的 一 个 特别 的 形式 : 在 
Seifert 时 层 构造 中 的 平均 化 。 


А. Seifert 叶 层 构造 


Seifert 时 层 构造 就 是 把 直 积 № х 5 ДН, НЕ 如 
下 在 三 维 Buclid 空间 中 作 一 个 上 基 有 水 平底 面 和 铅 直 轴 的 柱 
面 .将 柱 的 内 域 分 成 铝 直 的 线 眉 ,并 在 将 上 底 旋 转角 度 2zp14 后 ， 
招 上 下 底 的 点 视 为 便 则 (即将 下 底 的 (z, 0) 点 与 上 底 的 《4r，1) 
点 粘 起 来 ,4 就 是 角度 2xp/9 的 旋转 , ?与 4 互 质 ). 

定义 ”将 三 维 流 形 Re x 8: 分 解 为 圆周 如 下 即将 柱 的 内 
域 用 平行 于 轴 的 线 撕 分 解 ,再 将 上 底 浅 转 一 个 角度 2xp/g 后 与 下 
底 粘 韦 , 所 得 即 称 为 〈z, 4) 型 Seifert Врв, 

于 是 Seifert 叶 层 构造 中 的 每 一 个 圆周 ， 除 了 一 个 由 柱 轴 而 
得 的 中 心 图 以 外 ,都 是 由 4 个 线 怒 粘 接 而 成 . 

考虑 (р, 9) 型 Seifert 时 层 结构 的 空间 ВО х 5S! Мени 
盖 。 ЗНЗ ТАЖ АНААН Вх S、 原 流 形 的 Seifert 时 
层 构造 使 驳 盖 流 形 分 解 为 圆周。 这 个 分 解 也 可 淖 作 一 个 (p,1) 型 
Seifert 时 层 结构 (旋转 2ар 以 后 再 粘 接 )。 

(р, 1) 型 Seifert 时 层 结构 就 是 纤维 化 为 圆 疝 再 作 一 个 直 
$. НЕМ Seifert 叶 层 构造 的 每 个 圆 疝 都 被 9 个 圆周 微分 
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НН УМО А а е 次 (图 99). 


В. Seifert 叶 层 构造 平均 化 的 定义 


设 在 Seifert 时 层 构 造 的 空间 中 给 出 一 个 向 量 场 。 这 时 在 覆 
盖 的 叶 层 构造 中 也 有 一 向 量 场 . 场 中 每 个 向 量 可 以 投影 到 禾 盖 的 
叶 层 构造 的 底 空 间 RR 上 。 我 们 把 这 样 得 到 的 底 空间 工 的 向 量 治 
覆盖 轩 层 结构 的 叶片 作 平 均 化 ， 在 底 空 间 的 每 一 点 上 得 双 一 个 确 
定 的 向 量 。 上 述 (从 Seifert 时 层 构 造 空间 中 的 场 ) 作出 平面 上 的 
场 的 作法 ,匀称 为 对 原 向 六 声浪 Scifert 叶 屋 构 迁 平均 化. 

换言之 , 沿 (p,q9) 型 Seifert 时 层 结构 作 平均 化 就 是 在 种 盖 
的 9 叶 柳 盖 叶 层 结构 中 作 通 常 的 平均 化 。 


С. 平均 场 的 性 质 


在 通常 的 纤维 空间 中 作 平 均 化 ， 可 在 底 空间 上 得 到 和 任意 向 量 
场 ,在 Seifert 叶 层 构造 中 作 平 均 化 , 在 底 空 间 上 可 以 得 到 有 特定 
性 质 的 向 量 场 , 例如 ,车 9 > 1， 则 在 中 心 上 平 均 场 的 向 量 为 0。 

定理 在 (р, 49) 型 Seifert 叶 层 结构 中 作 平 均 化 ,可 得 一 
个 在 平面 上 旋转 角 为 ?zt/4 的 旋转 下 不 变 的 场 。 

号 将 初始 柱 面 的 一 个 底面 实现 为 底 空间 ， 在 Seifert 时 层 构 
造 上 的 平均 化 就 是 在 平行 于 柱 轴 的 9 个 线段 上 的 积分 。 在 旋转 一 
个 角度 2210 后 ,这 4 个 线 朋 互 变 ， 现 在 容易 看 到 ,平均 化 与 旋转 
一 个 角度 2x/9 是 可 换 的 《旋转 后 ， 仍 然 是 在 这 4? 个 区 间 上 求 平 
均 ,但 次 序 不 同 )，》> 


р. 一 个 例子 


考虑 微分 方程 
sis + Bf(z, 1), x EC, 
+ 是 一 复 信函 数 (但 不 一 定 全 纯 ) 而 对 实时 间 变量 ， 以 2x 为 周期 。 
s 是 一 个 小 参数 ， 对 应 于。 一 0 的 方程 称 为 未 摄 动 方 各 
设 未 振动 运动 的 频率 w 是 有 理 数 р/ч, 或 接近 于 它 ， 


о. 


w= рја 时 的 末 摄 动 方程 的 积分 曲线 构成 Сх 50 2,3 под 
2x} 中 的 р/а 型 Seiferr 叶 层 构造 。 
沿 此 叶 层 构造 平均 邯 得 平均 化 方程 
Sm Ея), 
ЖААШ Е, Е 平面 上 角度 为 2x/9 的 旋转 下 ， 仍 成 为 自 
я. : 


Е. 对 称 场 的 Taylor 系数 


我 们 将 用 一 个 复 值 函数 (不 一 定金 纯 )F 定 义 复 * 平 面 上 的 一 
ЛЕЙ. РЖ х,у Тауіог 级 数 也 可 写成 x 和 3 的 Taylor 
级 数 ， 我 们 将 它 写 为 

ХЕ. 

命题 。 若 场 F 在 角度 为 2x/9 的 旋转 下 不 变 , 则 系数 ,1 
中 只 有 А—1=1 mod а 的 那些 不 为 0. 

ЧЕН Taylor 级 数 的 唯一 性 ,级 数 的 每 一 项 部 定义 一 个 在 旋 
转 下 不 变 的 向 量 场 .在 = 旋转 一 个 角 2x/4 后 ,向 量 zt 旋转 一 
个 角 &-—12=/4. ШВИЦ А-1 51 mod а 时 , 它 才 是 旋 
转 2214. № 

考虑 非 负 整 点 (4,0 的 格子 所 组 成 的 象限 。 在 这 些 格 点 中 
特别 标 出 那些 适合 一 1 三 imod 4 的 烙 点 .点 (1,0) 以 及 由 它 
发 出 的 平行 于 象限 着 平分 线 上 的 格 点 总 是 特有 意义 的 。 这 些 点 对 
应 于 场 z@(}zj")， 它 在 旋转 尾 一 角 时 都 是 不 变 的 。 

м 《0,4 一 1) 总 是 特有 意义 的 . 这 点 对 应 于 场 = 
转角 2514 下 不 变 . 所 有 这 样 的 点 组 成 由 象限 边界 上 的 点 (0 ,m4 一 
1) 和 (mq 十 1, 0) 发 出 的 平行 于 角 平 分 线 的 一 囊 直线 。 


8.。 三 阶 对 称 性 的 情况 


考 起 关于 三 阶 变换 群 为 不 变 的 向 量 场 ( 即 9 一 3 的 情况 )。 
对 120° 旋转 为 对 称 场 的 Taylor 级 数 的 次 数 最 低 的 单项 式 ， 
由 СК, О 平面 上 特别 标 出 的 点 中 六 十 7 为 最 小 的 部 分 给 出 ,最 前 
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ИТАН. ПОМНЯ АНЯ 2/3 下 不 变 的 
场 都 有 如 下 形式 
ВОт) = ав + БР А ОС12 |5). 
略 去 最 后 的 项 即 得 最 简单 的 具有 三 阶 对 称 性 的 微分 方程 
4 = ах | 6%. 
系数 а, 和 和 相 坐 标 = 部 是 复 的 。 

ЗП 296 0, 6520, НЕЩИНОЕ =, 并 改变 时 间 单 位 
可 得 5 二 1,16l 1, 图 100 给 出 了 ee 一 ce 一 1 时 相 图 的 变 
化 。 对 任意 a, 都 有 四 个 平衡 位 置 分 别 位 于 一 个 等 边 三 角形 的 顶 
点 与 中 心 上 、 对 纯 虞 的 a。, ЖЕ Hamilton ЖИ, 为 了 对 任意 
“研究 这 系统 ， 只 需 注意 这 系统 全 可 从 此 Hamilton 系统 通过 形 
НОЕ = 和 : 而 得 到 《 即 在 z 平面 上 作 旋 转 和 伸 长 且 将 
Hamilton 场 旋转 一 个 定 角 )。 


С. вю 


现在 我 们 试图 考虑 略 去 的 项 0(1z1”)。 设 |al 很 小 (这 相应 于 
原 微分 方程 组 中 几乎 发 生 三 阶 共振 )。 这 时 奇 点 的 三 角形 半径 也 
很 小 (14| 的 数量 级 )。 我 们 在 x — 0 的 邻 域 中 考虑 对 称 的 向 量 场 ， 
这 个 邻 域 比 ls| 大 ,但 比 1 小 。 

在 这 个 邻 域 中 , 略 去 的 项 О([а |8) 比 留 下 的 项 是 小 的 。 容 易 
证 明 , 如 朵 相 图 是 结构 稳定 的 , 则 它们 的 效果 并 没有 本 质地 改变 相 
的 形状 。 在 现在 的 情况 下 , 相 图 只 对 纯 虚 的 4 是 结构 不 稳定 的 、 
这 时 系统 是 Hamilton 系统 。 如 朵 我 们 考虑 略 去 的 项 , 系统 的 
Hamilton 性 质 不 会 保存 。 

对 于 复 4 平面 的 每 一 个 不 与 虚 轴 重合 的 射线 ,并 当 |а! 关 0 


充分 小 ,gp = 5 时 ,在 原点 的 邻 域 中 全 系统 的 相 图 ( 设 6 = 0) 


大约 即 如 图 100 那样 ,这 邻 域 比 1 很 小 ,但 比 1ial 则 很 大 。 
研究 a 通过 虞 轴 时 相 图 的 变化 是 一 个 特殊 的 问题 、 我 们 将 在 
第 六 章 再 讨论 它 。 在 通 有 的 情况 下 ， 这 个 变化 恰 由 Taylor 级 数 
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的 一 项 来 决定 ， 一 切 情况 均 如 方程 
# 一 gs 十 如 十 csisl? 
一 样 ,这 里 Вес 5 0. 


н. 对 原 方程 的 应 用 


以 上 对 平均 方程 所 作 的 分 析 , 当 & 充分 小 时 ,对 原 方程 给 出 了 
引 人 注 目的 信息 。 我 们 不 给 出 证 明 而 只 把 所 得 的 结果 釉 译 成 原 方 
程 相 曲线 的 语言 . 
等 边 三 角形 顶点 上 的 三 个 平衡 位 置 相应 于 原 方程 的 一 个 封闭 


积分 曲线 ， 如果 未 摄 动 运 动 的 频率 与 共振 频率 p/4 一 я 


趋 于 0, 这 个 封闭 曲线 与 原来 的 封闭 曲线 重合 而 县 绕 它 三 周 。 
平均 系统 平衡 位 置 的 稳定 狂 可 解释 为 振动 系统 周期 解 的 稳定 
亿 等 等 。 唯 一 本 质 的 差别 只 有 在 平均 系统 有 从 鞍点 到 鞍点 的 分 离 
曲线 时 才 出 现 。 
在 报 动 系统 中 有 闭 曲 线 对 应 于 鞍点 ， 闭 曲线 的 不 变 流 形 的 稳 
定 与 不 稳定 则 对 应 于 进入 与 离开 分 离 嵌 线 ， 但 是 如 果 在 平均 系统 
中 分 离 曲线 在 相交 时 会 融合 , 则 在 摄 动 系统 中 一 般 并 不 如 此 ,为 了 
能 看 出 摄 动 系统 的 不 变 流 形 怎样 在 三 维 空间 中 相交 ， 我 们 考虑 三 
维 空间 的 截面 + 0. 
平面 + 一 0 与 我 们 的 解 在 三 个 点 相交 ,它们 就 是 Poincaré № 
射 三 次 迭代 的 不 动 点 。 这 三 个 不 动 点 各 有 一 个 进入 的 和 一 个 离 去 
的 不 变 流 形 〈 曲 线 )。 但 它们 在 相交 时 不 一 定 重合 (与 平面 方程 的 
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нша, ЕЕ НЕЖИН), 
а ш 
在 Poincar 映射 的 逐次 作用 下 НАИ ВОН З Д АТР 
成 很 复杂 的 网 络 称 为 等 倾 图 六 图 101)。 


1. 高 险 共振 


对 于 9 > 3 阶 共振， 平均 方程 的 第 一 个 非 平凡 的 近似 可 以 用 
同样 方法 得 出 


# = ак + &4(|=11) 二 
特别 地 ,对 4 阶 共振 可 得 
2 = 02 + Аза + г, 
这 些 系 统 以 及 对 应 于 2 阶 共振 的 系统 ,将 在 第 六 章 中 详细 讨论 . 
图 102 中 画 出 了 相应 于 五 阶 共振 的 平均 方程 相 图 的 变化 ， 这 
个 方程 是 


я = аа + ЧЕЙ Вх, 
其 中 Кей < 0, ImA < 0, ач ве, в «1, 


Ох 


#0 9 要 


图 102 


Ю 居 一 尿 而 微分 同 胚 的 不 动 点 进 人 与 钢 去 的 不 变 流 形 相 交 而 不 机 合 ,我 们 就 称 此 
вяз. 


+175 - 


第 五 章 标准 形式 


处 理 微分 方程 的 一 个 十 分 富有 成 果 的 方法 在 干 ， 并 不 是 去 能 
出 它们 而 是 把 它们 化 为 尽 可 能 简单 的 形状 。Poincare 的 标准 形式 
理论 就 给 出 了 微分 方程 在 平衡 位 置 或 周期 运动 附近 可 能 化 成 的 最 
简单 形式 。 

化 标准 形 是 出血 级 数 米 进行 的 。 这 个 短 级 数 的 变 元 是 对 平衡 
仔 置 或 周期 运动 的 偏差 。 这 些 级 数 并 不 一 定 恒 收 你。 但 是 即 令 这 
些 级 数 发 藤 , 标 准 形 式 方法 也 是 研究 微分 方程 的 有 力 工具 .级 数 的 
前 几 项 就 已 给 出 关于 解 的 狂 态 的 ,值得 注意 的 信息 ;它们 足以 作出 
相 图 。 标 准 形式 方法 也 是 分 核 理论 的 基本 研究 工具 ， 在 那里 用 它 
来 研究 一 族 含 有 参数 的 方程 。 

本 章 中 将 叙述 标准 形式 理论 的 最 简单 的 基本 命题 。 


$22 形式 邮 化 为 线性 标准 形式 


Pnincaré 定理 断言 。“ 非 共振 的 "向 量 场 可 以 在 形式 朝 级 数 类 
用 形式 微分 同 胚 化 为 其 在 奇 点 处 的 线 福 部 分 。 现 在 我 们 来 提出 
ЗЕЕ. 

А. АЖ 


Е о А Я ЖУ ТЕ 
V(x) Ax +.-.. ЖАМАА. 
定义 。 4 的 全 组 固有 和 信 + 一 (1,,.…, 4,) 称 为 共振 的 , 若 


国有 值 之 间 存 在 着 整 系 数 关 系 式 如 下 ; 
b= (т, 1), 
这 里 тте от, ть), та 220, Хт 22, ООН 
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式 。 数 |т| 一 3mk 称 为 共振 的 阶 。 
例 ЖЕЖ 4 一 24， 是 2 阶 共振 ,2%: 一 34, 不 是 共 报 ， 


2 十 为 一 0 是 3 阶 共振 (准确 地 说 ， 由 此 关系 式 可 得 共振 2 一 
22. +4). 


В. Poineare 定理 


以 下 的 定理 是 Poincaré 学 位 论文 的 基本 结果 。 
定理 若 矩 阵 4 的 固有 值 是 非 共 振 的 , 则 方程 
= Ах +5, 
可 用 形式 的 变量 变换 х= у + 化 为 线性 方程 
ӯ = Ay 
…" 表 示 从 高 于 一 次 的 项 开始 的 级 数 )。 
Роіпсате 定理 的 证 明 在 于 逐步 消去 右 方 的 二 次 ,三 次 等 更 高 
次 项 。 每 一 步 部 以 求解 线性 同调 方程 为 基础 . ева 
开始 。 


еа 


Сс. 同调 方程 


令 为 y 的 7 之 2 阶 向 量 多 项 式 *, Н МО 一 六 (0) = 0, 
引 弄 ”微分 方程 》 一 4y 可 用 变换 x 一 y 十 hy) 化 为 
+= Ак 二 vs) +, 


Ра Ах 一 4h(x)，、 而 "…” 表 示 阶 数 癌 于 > 的 项 。 


vx#) = 
че) (8+2 ) A в) +. 5 
= ал+ 12. Ак 一 ана) +. в 


Ж 方 括号 中 是 向 量 场 Ax 5 Аа) 的 Peisson ЗД. 
用 1, 记 变 任意 场 为 它 与 线性 场 4z 的 Poisson НИЙ: 


一 个 分 县 时 单项 式 ,其余 分 下 扼 0 А ЯА 
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Ев 2. Ак — АБ). 


о антон 
Бай = 0, 


Жал 是 未 知 的 而 ”是 已 知 向 量 场 。 


р. 同调 方程 的 解 


线性 算 子 4 映 形式 向 量 场 空间 到 其 自身 ， 它 使 任意 次 充 性 
向 量 多 项 式 空间 不 变 。 

现在 计算 4 的 固有 信 与 固有 问 量 。 记 。; 为 算 子 4 的 相应 于 
国有 值 1 的 固有 向 量 。 用 (а.-с, x。) ЖЖ (ев, е.) 为 
基底 的 坐标 。 ВОВ ае 表示 ати. ат», 

引 理 。 ”车 算 子 4 为 对 角 算 于 ， 则 工 4 在 齐 福 向 量 多 项 式 空 
НЕ. 工 4 的 加 有 向 量 是 向 量 单项 式 ze,。 工 , 的 
有 值 线性 依赖 于 算 子 4 的 固有 信 , 即 有 

Lax™e, = [(m, А) 一 4,]x*e,. 
4 令 4 一 ze。 МИЯ 2% 4 只 有 第 :个 分 量 非 0, 而 此 


分 量 等 于 


т 


= 


Е 


бх" а х" rmlizl (т, 2)", 
Br x 


ЖК, АВ) = 1,60), № 

ЗЯ Г, 的 所 有 固有 值 均 非 9, 则 它 可 北 。 

推论 ”如 果 4 的 全 部 固有 值 均 为 非 共 所 的 ， 则 同调 方程 
工作 一 ”对 任意 在 0 点 没有 自由 项 与 线性 部 分 的 形式 向 量 场 z， 
在 形式 里 级 数 之 类 中 可 解 。 

如 果 没 有 不 阶 共振 ， 则 同调 方程 Lsh 一 。 ЗЕ А ЭРЕ 
向 量 多 项 式 о, 在 次 齐 性 向 最 多 项 式 类 中 可 解 ( 这 里 &>2), 

注 。 若 算 子 4 是 非 对 角 的 ( 即 有 Jordan 方块 ), 则 算 子 Г, 也 
有 2ordan 方块 。 但 容易 看 到 ， 固 有 值 仍 由 上 述 对 角 情 况 的 公式 
给 出 。 所 以 对 于 非 共振 固有 值 ( 即 令 是 重 的 ) ЯР Г.Е 
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量 多 项 式 空间 中 也 是 可 逆 的 。 这 样 ， 上 述 推论 对 多 重 国有 值 也 是 
正确 的 。 


Е. Poinearé 定理 的 证 明 


ЧЕН а Акно, (а) нью, 为 rlr 之 2) 次 项 。 

我 们 来 解 癌 调 方程 《利用 $ 22 已 推论)。 今 作 变 换 * 一 ?十 
hy) 

于 是 原 方程 成 为 了 一 ду + ии) 十 … (利用 $22C 的 
引 理 )。 这 样 我 们 消去 了 原 方 程 右 方 的 + 次 项 。 

依次 消去 2, 3,… 次 项 ,我 们 可 作出 变换 的 序列 。 这 些 变 换 的 
积 在 形式 需 级 数 类 中 是 “恒定 "的 ， 这 里 “恒定 "就 是 指 任意 固定 次 
数 的 项 经 过 一 定 步 数 的 变换 后 就 不 再 变 了 。 这 些 变换 的 极限 把 形 
式 方程 变 为 了 一 Ay。 > 

#1 虽然 没有 证 明 级 数 的 收 剑 性 。 在 非 共 振 情 况 下 可 以 
用 收敛 的 变换 把 摄 动 项 的 次 数 变 得 任意 高 :我们 已 经 证 明 对 任意 
的 入 , 原 方程 可 以 用 真正 的 (甚至 用 多 项 式 ) 变 换 变 为 了 一 Чу 
обу“). 

2 Ж Ро оа 十.…， 的 阶 数 为 +, 在 解 出 
同调 方程 Lsh о 后 , 可 用 变换 x = у НА 把 方程 的 摄 动 项 阶 
数 变 为 2r 一 1， 这 一 事实 与 重复 使 用 这 个 程序 所 得 逼近 的 超收 
ВЕН $ 12). 

注 3 Роіпсаге 定理 的 证 明 即 在 多 重 固有 值 的 情况 下 也 有 
00.5220 末尾 )， 但 固有 值 应 是 非 共 振 的 、 

注 4 若 原 方程 是 实 的 但 国有 值 非 实 ， 则 可 选取 复 共 施 高 
ВНЗ. ЖЕНЯ Poincaré 定理 中 的 变换 取 为 实 的 , 即 
是 变 复 共 绒 向 量 为 复 共 辊 向 量 。 


$22 共振 情况 


在 共 报 情况 ，Poincart-Dulac 定理 断 音 ， 方 程 中 所 有 非 共振 
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项 均 可 用 形式 变量 变换 消去 。 


А. 共振 单项 式 


设 4 的 全 组 固有 值 2 一 (4,,.…, 4,) 是 共振 的 。 Фе ЕЕ 
有 基底 的 向 量 ，(w，，…"， x。) 是 基底 (ei，……, е.) 下 的 坐标 ， 
和 一 xx 是 坐标 居 的 单项 式 。 

定义 01, = (т, 14), |т| 之 2， 则 称 向 最 单项 式 хте, 为 

#} 对 于 共振 А. 一 24, в ЮЖ ие. ЗЕНА 十 
А. 一 0， 所 有 单项 式 〈*zz)sxve 都 是 共振 的 。 


В. Роіпсаге-Ошіас 定 更 


我 们 考虑 由 形式 需 级 数 v(x) 一 4x 十 .… 给 出 的 微分 方程 
а= Ах +, 
定理 。 上述 方 程 可 用 形式 变量 变换 * 二 y 十 …' 化 为 典 则 
形式 
я = Ay+wty), 
其 中 级 数 w(y) НЗ. 
对 我 们 从 消去 级 数 v(x) 的 非 线性 项 开始 。 经 过 几 步 以 后 ,我 
们 就 会 遇 到 不 可 解 的 同调 方程 
Lah = о, 
其 中 4 ЭРТА Да, г 是 共振 阶 数 。 这 时 不 能 用 适当 
的 变换 来 消去 摄 动 项 "的 所 有 ” 次 项 。 我 们 改 而 只 求 消去 一 切 可 
以 消去 的 项 。 换 言 之 ,将 "和 上 写 为 向 量 单 项 式 的 和 
0 一 Хе, „хте, В = Хх", 
并 在 tm,4) — А, а 0 时 , 设 


А аы 


7 ад) а 


这 样 ,我 们 定义 了 场 如 
作证 明 Poincaré 定理 时 通常 所 用 的 变换 х == у Ау), ЭХ 
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时 原 方程 中 所 有 * ИНО ИВАНЕ ДР Е Н 25, ОЛЕНЯ УЖЕ, 
这 时 方程 成 为 
ӯ = Лу 十 mr(y] +775 

и, (у) 是 共振 项 。 

以 下 的 步骤 同样 进行 .余下 的 共振 项 w, 并 不 影响 要 求 其 解 的 
向 调 方程 ， 且 以 后 的 变换 都 不 改变 。 事 实 上 , 若 作 变换 y 一 2 十 
(я), Да 

ў = Ду + албу) + -- + wy) +... 


变 为 
= А5 + ия) ++ м, (а) 
+ Саи, Ся) — (дд 二 
ш В в, 的 Poisson ДИЮ ғ +1, 
出 ,所 有 的 * 次 非 共 振 项 都 可 通过 选 & 消去 、 证 明 可 以 如 
ЗЕЯ РБ. № 


с. 例子 
实际 上 ,通常 用 Poincart-Dulas 定理 来 分 出 阶 数 不 高 的 共振 项 。 并 将 握 
动 项 推 色 某 一 冉 定 阶 数 * 即 将 方程 用 真正 的 变换 (甚至 是 多 项 式 ) 而 不 是 形式 


变换 化 为 
+= ле + а(х) + 9+"), 


w(x) 是 共振 单项 式 所 成 的 多 项 式 。 

例 1 ” 考 虚 平面 上 具有 结 点 型 奇 点 且 有 共振 А = 2А, 的 向量 场 , Ро. 

jnearé-Dulae 定理 使 得 可 以 (形式 地 ) 把 方程 化 为 
Ф, а Дх, Ф сіу 
ан. 

这 时 标准 形式 是 多 项 式 的 ;因为 共振 项 只 有 有 限 多 个 (总 共 1 个 )。 

#2 ЕУЛИЕ" ЕН ВАЖНЫЕ А... 一 ло 的 奇 
点 ( 按 线性 近似 是 中 心 点 )。 

化 到 固有 基底 。 团 有 向 量 可 以 取 为 复 共 锯 的 。 С° 中 以 复 共 锯 向量 为 
基底 的 坐标 时 常 记 作 =, е 《这些 数 只 在 实 平面 КСС: ЕДВ 
р). 

Rr Е ВИЕ С" Башт: 
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ме Же 
(“ВОТ = де ДОРА), АХ ЯНЬ Вт 
以 也 可 以 不 写 出 它 。 
НАМ АА, = 0 存在 。 由 Paincaré-Dulac 定理 ， 此 方程 可 用 实 的 
变量 代 换 ( 见 $22E 的 注 4) 化 为 
ё = + lel + ОСБ). 
У т [5 388 БЫЗАА, ЖР 
(9) = + 5 = (2с) + оС), 
如 果 Кес (020), РАНЕНО. 

这 样 ，Poincart 方法 的 前 几 步 还 给 出 了 在 线 狂 近似 下 为 中 性 奇 点 的 稳 
定性 问题 的 解法 。 在 这 里 ,这 个 程序 是 否 可 以 继续 做 下 去 ， 以 及 整个 过 程 在 
整体 上 是 否 收 化 都 是 完全 不 重要 的 , 重 经 的 只 是 在 于 “ 非 线性 减 量 " 的 量 Вос 
必须 非 零 ， 

注 1ле 代数 理论 中 的 一 个 一 般 的 定理 是 Poincaré 定理 的 推广 
这 就 是 所 谓 的 Е. Сагар 的 “ 复 本 ”(replica) 定理 ，Caraa 的 定理 也 是 3or- 
Зап 标准 型 定理 的 推广 . 

洗 虑 一 有 限 维 Lie 代数 。 令 “为 其 元 素 ， 与 此 元 率 的 交换 于 定义 这 个 
Lie 代数 的 线性 空间 中 的 一 个 线性 算 子 они, ”1， 如 果 这 个 交换 子 是 可 对 
角 化 的 〈 邵 有 国有 起 底 的 )， 元 素 * 就 称 为 兴 单 名 的， 如 果 这 个 算 子 是 每 堆 
的 ( 即 此 算 子 的 所 有 固有 值 均 为 0)， 则 称 此 元 素 "是 宏 等 的 

分 解 定理 提 出 , 此 代数 的 每 个 元 都 可 以 (唯一 地 ) 分 解 为 一 个 半 单 纯 元 素 
5 与 一 个 矫 等 元 素 N 的 和 ,而 且 N 与 5 可 交换 : 

и= 5 + М, SN= М5, 
305 和 NM 就 称 为 “的 “ 复 本 ”(replica) 

《在 Jordan 标准 形 理论 中 。 5 是 一 个 具有 对 角 宛 阵 的 算 子 ， нае 
Jordan УХ). 

ЗЕ о АН Ое) 的 Lie 代数 中 : 半 单 纯 场 就 是 那些 线 
性 的 ,而 且 可 在 适当 化 标 系 下 表 为 对 角 答 阵 的 场 ， 军 零 场 册 里 零 的 线性 部 分 
以 及 高 阶 项 组 成 . $ 和 可 实 换 表示 场 的 非 线性 部 分 在 上 还 坐标 系 下 只 含有 
共振 项 。 

把 一 般 的 复 本 定理 应 用 到 向 量 场 在 0 点 的 节 的 有 限 维 Lie 代数 上 就 可 
以 导出 Poincaré-Dujac 定型 。 


> 1я2 * 


$24. Рошсагё 域 和 Siegel 域 


在 研究 上 节 所 作 的 Poincaré 级 数 的 收敛 性 如 何 依赖 于 复 变 
最 平面 上 固有 值 的 分 布 时 ,有 两 种 情况 本 质 不 同 。 


А. 共振 平面 

考虑 一 切 可 能 的 固有 值 组 所 成 的 复 * 维 空间 

Се = {2 = (0,5,0) 
定义 ”由 整 系数 方程 给 出 的 C" 中 的 超 平 面 
bo 0,4), т 20, Хт 222, 

称 为 共 控 平面 。 

改变 整数 分 县 向 量 * 与 编号 s, 可 得 可 数 多 个 共振 平面 . 我 们 
要 研究 整个 共振 平面 集合 怎样 位 于 国有 值 空间 C* 中 。 结 果 是 ,在 
Cr 的 一 部 分 中 , 共振 平面 是 离散 的 ,而 在 另 一 部 分 中 则 处 处 筒 密 .。 

定义 组 固有 值 4 一 (1 ………，1。) 称 为 属于 Poincaré 
域 ,如 果 (1。'…， 1.) 作为 单 复 变量 平面 上 的 = 个 点 ,其 凸 包 不 包 
Эф. 如 果 零 点 位 于 这 > 点 的 贞 包 以 内 ， 我 们 就 称 为 属于 
Siegel 域 。 

2 шар 2 时，Poincar ВАЖИ Siegel 域 都 是 开 的 , 且 由 
ШЛУ. 一 2 时 ，Siegel 域 在 С’ 中 有 实 余 维 数 1。 


В. Poincaxe 域 中 的 共振 


今 设 固有 信 组 4 属于 Poincate 域 。 

定理 1 ”Poincaré 域 的 每 一 点 都 潢 足 最 多 有 限 个 共振 关系 
2, = (т, 4), |m| >22, 20, ННФЖЬКЕ ИМИ 
8. 

换 句 话说 ,共振 平面 在 Poincaré 域 中 离散 。 

4 按 定 义 ,在 复数 平面 上 存在 一 条 实 的 直线 , 它 把 固有 值 组 与 
ФАЛ. 考虑 这 些 因 有 值 在 此 直线 指向 零点 的 法 线 上 的 投影 . 
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р ШЖЛ ТРУНЕ АЈ Е. 

另 一 方面 ,共振 关系 的 系数 mw 是 非 负 的 , 所 以 对 于 充分 大 的 
т, (т, 0) 在 法 线 上 的 投影 将 大 于 冉 有 值 在 分 离 直 线 的 法 线 上 的 
ВНЕ. р 
”定理 2 。 若 场 "在 0 点 线性 部 分 的 固有 值 在 Poincaré 域 
中 , 则 即使 在 共振 情况 下 ,这 个 场 也 可 以 用 形式 变量 变换 化 为 多 项 
式 标准 形式 。 

ФЕВ 1 ,共振 项 为 数 有 限 , 所 以 定理 2 可 由 定理 1 和 Poin- 
caré-Dulac 定理 得 出 。 № 

注 在 Poincaré 域 中 ,只 有 当 一 个 具有 非 负 分 量 的 固有 值 可 
以 用 其 余 回 有 值 (但 不 包括 这 个 男 有 值 本 身 ) 来 表示 时 ， 才 可 能 有 
А, БИТ д, 一 (т, д) 可 得 出 mw, 一 0 时 才 可 能 。 事 实 上 ， 
车 ms > 0， 则 0 一 (m， 1) 一 4 在 分 离 直 线 的 法 线 上 有 正 投影 ， 


С. еве 域 中 的 共振 


现在 我 们 设 问 有 值 组 在 Siegel 域 中 。 

定理 3 。 共振 平面 在 Siegel 域 中 处 处 稠密 。 

本 点 0 或 者 位 于 以 《2 А, А) 为 顶点 的 三 角形 内 ， 或 者 在 
ЕВЕ (1, 4:) 内 ,在 第 一 个 情况 下 , 考 忠 以 0 为 顶点 ,而 由 А, а 
的 非 负 系数 线性 组 合 组 成 的 角 。 

的 负 倍 数位 于 此 和 鲁 内 . 把 这 个 角 分 成 以 4, 4 的 整 系数 线 
性 组 合 为 顶点 所 成 的 平行 四 边 形 。 令 2 为 这 样 的 平行 四 边 形 的 直 
答 。 对 任意 自然 数 和 N, 数 一 N% 位 于 菏 一 个 平行 四 过 形 内 。 所 以 
它 离 其 一 个 顶点 的 距离 不 大 于 4, 即 

ГАА, 二 жа, + тада < 4. 

由 此 不 等 式 可 知 ,我 们 的 点 4 到 共振 平面 二 инд, 二 ода 
(м + 1)2 的 距离 不 超过 4AN。 所 以 若 零 在 三 角形 内 , 则 定理 得 
证 


ШО (д.д) 内 "存在 任意 大 的 整数 p, 与 加 使 
Гра. + рд < 4. 
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这 就 给 出 了 离 ! 距离 小 于 2/|p| БИ. 

定义 。 点 1 一 (lor ae Cr Әб (С, Нм 
任意 及 具有 非 负 分 量 m1 而 Em 一 |m [22 的 整数 向 量 т, 

1а, — бе, р > СЛ", 

定理 4 对 任意 C 均 不 是 (C， 5) 型 的 点 集 , 当 ?> (z 一 2)12 
时 ,测度 为 0。 

4 固定 C" 中 的 一 个 球 ， 并 估计 其 中 非 《Cz 点 集 的 测度 ， 
定义 中 的 不 等 式 确定 了 共振 平面 的 一 个 宽度 不 超过 ССП” 
的 邻 域 。 所 以 这 个 邻 域 在 球 内 的 部 分 测度 不 超过 СС 1. 
对 于 1m| ИЕ ЖЖ, 所 得 不 超过 |, 再 
对 jm] 求 和 即 得 ， 当 > (а 一 2)/2 时 ，C(2)C: < оо, 所 以 
球 中 非 〔C, 2) 点 集 可 被 测度 任意 小 的 球 窒 盖 。 隐 

在 实 的 情况 , 定 混 4 中 需要 加 上 条件 "> * 一 4， 


р. Рошсагё 定理 和 Ѕіере 定理 


现 设 向 量 场 由 收敛 级 数 而 不 是 形式 级 数 给 出 ， 即 考虑 具有 全 
纯 右 方 的 微分 方程 。 

Poincaré 定理 。 若 全 纯 向 章 场 在 奇 点 的 线性 部 分 的 固有 
值 属 于 Poincart 域 而 且 是 非 共 振 的 , 则 场 在 吞 点 附近 双全 纯 地 等 
价 于 其 线性 部 分 。 

换言之 ,车 固有 值 属于 Poincaré 域 , 则 上 节 所 作 的 Poincar 
зан. 

Siegel ЖБ НЕЕ РЕВ ИЛА 
(С, о) 型 向 量 , 则 场 在 奇 点 附近 双全 纯 地 等 价 于 其 线性 部 分 。 

换言之 ，Poincaré 级 数 对 向 量 场 在 奇 点 的 几乎 所 有 【在 测度 
论 意义 下 ) 线 性 部 分 都 收 伍 。 

注 ”Poincaré 城中 的 所 有 非 共 振 向 量 都 是 对 于 其 个 С> 
О (С, >) 型 向 最 。 与 此 相反 。 在 Sisgel 域 中 ,以 下 几 种 向 量 
的 尝 合 都 是 处 处 稠密 的 : (С, >) 型 向 量 , 共振 向 量 以 及 非 共 振 但 
对 任意 C 和 > ВЕ (С, >) НИНЕ. 
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最 后 一 类 阔 有 值 组 虽然 是 不 可 通 约 的 ， 但 它们 非常 近 于 可 通 
约 的 ，Peincar 级 数 可 能 发 散 ,所 以 这 场 可 能 形式 地 等 价 于 (但 却 
不 双全 纯 地 等 价 于 ) 其 线性 部 分 。 

对 $28 中 关于 了 映射 的 类 似 定理 之 证 明 稍 加 简化 ， 即 可 得 出 
Poincar 定理 和 Siegel 定理 的 证 明 。 


Е. Poincars-Duiae 定理 


现在 考虑 共振 的 固有 值 的 情况 。 

定理 。 车 一 个 全 纯 向 量 场 在 一 青 点 的 线性 部 分 固有 值 必 于 
Poincaré 域 , 则 该 场 在 页 点 附近 双全 纯 地 等 价 于 一 个 多 项 式 场 , 其 
中 所 有 具有 次 数 大 于 1 的 系数 的 向 量 单项 式 都 是 共振 的 。 
换言之 , 若 固 有 值 在 Poinacar 域 中 , 则 Роіпсаге 级 数 即 使 在 
共振 情况 也 是 收敛 的 。 

Ў. 与 此 相反 , 若 回 有 值 在 Siegel 域 中 , 则 在 共振 时 ,可 以 形 
式 化 为 标准 形式 的 级 数 通常 是 发 散 的 。 这 种 情况 的 第 一 个 例子 时 
在 Euler 时 代 已 经 给 出 ( 殉 L. Euler [1] р.601), 

在 Euler 的 鲍 子 中 


f =>, 
ў = у — х, 
л НА. ЕЛ ВЮ ЖЕ х 之 0 
分 成 两 半 的 分 离 曲线 并 不 解析 ,而 只 是 无 穷 可 微 的 : у = 2( 一 
D1xt, 

А. Д. Брюно 作出 过 Poincare 级 数 发 散 的 许多 例子 〈 见 
Брюво [1]; 其 中 也 证 明了 Siegel 定理 范 伟 之 外 的 其 些 情况 下 级 
数 的 收敛 性 )。 


Е. 实 的 和 非 解析 的 情况 


Роіпсатё 定理 和 Poincart-Dulac 定理 都 可 以 移 到 实 解析 和 
无 穷 可 微 向 量 场 的 情况 ， 甚 至 可 移 到 具有 有 限 阶 的 (但 充分 大 的 ) 
光滑 性 的 场 的 情况 。 
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在 Siegel 情况 下 ， 这 种 推广 也 是 可 能 的 《例如 见 3. Stern- 
berg (11). 

然而 应 该 指出 ,这 些 定理 可 以 应 用 的 情况 在 拓扑 上 是 平凡 的 ， 
事实 上 ,对 于 实 的 场 只 有 固有 和 值 全 在 左 半 平面 或 全 在 右 半 平面 时 ， 
才 有 Poincare 情况 。 这 时 《不 论 共振 与 否 )， 方 程 组 在 实 空间 的 
不 动 点 附近 拓扑 等 价 于 标准 方程 组 + 一 一 * (或 2 一 十 *)， 当 
г» Боо 时 ,所 有 相 曲 线 都 进入 渐 近 稳定 平衡 位 置 (或 当 : 一 一 00 
时 ,离开 平衡 位 置 )。 

实 域 中 的 Siegel 定理 的 情况 ,可 应 用 Grobman-Hartman 定 
再 《方程 组 拓扑 等 价 于 标准 鞍点 )。 事 实 上 , 若 线 性 部 分 的 非 零 固 
有 值 中 至 少 有 一 个 位 于 灌 轴 上 , 则 复 共 施 园 有 值 也 在 虚 轴 上 ;这 一 
对 固有 值 la 一 хо 导致 共振 十 4 一 0. 0 固有 信和 总 是 共振 
的 。 所 以 在 实情 况 ，Siegel 定理 只 对 虚 轴 上 没有 固有 值 的 方程 组 
适用 、 而 这 种 方程 组 户 部 拓扑 等 价 于 其 线性 部 分 (Grobman-Ha- 
гітап 定理 , $13). 

与 Poincart 和 Siegel 定理 相反 ， Poincart 方法 可 应 用 于 
虚 轴 下 有 固有 值 这 种 很 复杂 的 拓扑 上 ， 因 为 这 个 方法 可 以 用 于 使 
Taylor 级 数 的 有 限 项 标准 化 。 然 后 即 可 证 明 高 阶 项 不 改变 定性 图 
象 。 

$23 С 中 分 析 过 最 简单 的 这 类 例子 。 这 个 方法 在 分 梳理 论 
《第 六 章 ) 中 特别 有 用 。 


$25. 映射 在 不 动 点 附近 的 标准 形式 


对 一 个 把 其 空间 映 为 自身 的 映射。 在 其 不 动 点 附近 选择 一 个 
适当 的 耸 标 系 ， 这 平行 于 在 平衡 位 置 附近 微分 方程 的 标准 形式 理 
论 。 在 本 节 中 将 要 指出 ,标准 形式 理论 在 这 个 情况 下 是 什么 形式 . 


А. 共振 ，Poineare 域 和 名 egel 域 
ЖЕНА Рк) = Ax 十 .… 给 出 的 形式 映射 PR; 
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Cr 一 Cr， $ (4... 0) 是 线性 算 子 4 的 固有 值 。 ТЫВА 
式 称 为 共 报 : 
А = 1", 其 中 д" = А Аль, ть 20, Уть >22. 
便当 = 一 1 时 ,1 的 所 有 单位 根 和 "0 都 是 共振 固有 值 ,其 余 的 则 不 


я. 


定义 ” 若 全 组 固有 信之 横 全 都 是 小 于 或 大 于 1， 则 说 这 一 
组 固有 信 属 于 Poincare 域 。 

所 以 ,着 一 映射 的 线性 部 分 的 固有 值 属于 Poincart 域 ， 则 
在 原点 附近 或 者 它 本 身 是 压缩 ( 若 141 1), 或 者 它 的 逆 是 压缩 
(车 [41> 1). 

定义 ”Poincart 域 的 余 集 称 为 Siegel 域 . 对 ss 一 1，Siegel 
域 即 是 单位 圆周 141 一 1. 在 固有 值 的 空间 Cr 中 ,共振 方程 А, 
7 定义 了 一 个 复 超 曲 面 , 它 称 为 共振 曲面 .在 Poincaré 域 中 共振 
曲面 是 离散 的 。 在 Siegel 域 中 共振 与 非 共 振 点 都 是 处 处 稠密 的 。 


В. 形式 线性 化 


首先 考虑 映射 在 不 动 点 附近 形式 的 标准 形式 问题 。 

定理 若 喘 射 了 在 不 动 点 处 的 全 组 加 有 值 是 非 共 振 的 ， 则 
映射 * 上 > 六 Cs) 可 以 用 形式 的 变量 变换 x 一 如 (yy) 一 y 十 
化 为 其 线性 部 分 


БЕГ. 4. 

ФФ 2706) +4, я >22 НЕ. 
这 时 

ША Ри) = Ах + я) — Явы 二， 
РЗК ВТА Р ”的 项 。 方 括号 中 的 式 于 是 е 次 齐 狂 向 量 多 项 
式 。 这 个 多 项 式 线性 依赖 于 上 在 齐 性 向 量 多 项 式 空间 中 的 线 竹 
算 子 

Ма БН Ак) — АК], 

有 固有 值 ле 一 4, 和 固有 向 最 h(x) 一 *”e，( 在 这 里 ,ex 记 算 子 
АЕРГЕ, а не учса, л. 是 Len} 基底 下 的 坐标 ,这 些 
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ВЕРОВАНИЯ). 
我 们 这 样 得 到 的 同调 方程 
Маб = о, 
为 了 解 它 就 需要 把 "的 系数 除 以 in а, ИЕН 
形 如 = 4", 
证 明 的 以 下 步 卫 和 $ 22 中 对 微分 方程 的 证 明 一 样 ，P 


С. ВЕНЕ 


Poincare 定理 和 Siegel 定理 也 可 以 移 到 离散 时 间 的 情况 ,如 
下 。 


Poincare 定理 如 果 一 个 全 纯 微 分 局 胚 在 不 动 点 丈 的 所 
有 固有 值 的 模 都 小 于 1 (或 都 大 于 1), 而 且 没有 共振 , 则 它 可 以 在 
不 动 点 附近 用 双全 纯 的 局 部 微分 周 胚 化 为 其 线性 部 分 . 

Siegel 定理 ”对 于 全 纯 微 分 疝 胚 在 不 动 点 的 几乎 所 有 (在 
Lebesgue 测度 意义 下 ) 园 有 值 全 体 ， 这 个 微分 同 胚 均 在 不 动 点 处 
双全 纯 等 价 于 其 线性 部 分 - 

基体 地 说 ,为 使 该 微分 同 肽 等 价 于 其 线性 部 分 ,只 需要 它 的 
АЖА 


Н 


19, = а" 2 Ст [7 

它 应 对 一 切 :二 1,.…, sn 和 吉成 立 , 这 里 (т = Хт 22, тар 
0. 满足 这 个 不 等 式 的 固有 值 组 称 为 《C, >) 乘 子 型 的 固有 值 全 
组 ， 若 "> (в 一 1)/2， 则 对 任意 C, ЖЕР (С, ») ЖЕНИ 
固有 值 全 组 之 集 是 一 个 零 测 度 集 ， 

Poincaré 定理 和 Siegel 定理 的 证 明和 微分 方程 情况 几乎 完 
全 一 样 。 虽 然 大 约 在 1940 年 左右 就 知道 Siegel 定理 了 ， 它 的 证 
明 似 平 直到 70 年 代 末 才 发 表 。 我 们 在 $ 28 中 将 给 出 这 个 证 明 。 


р ”共振 情况 


每 一 个 共振 关系 %, 一 i” 相应 地 有 共振 向 量 ze, (е, ВН 
有 基底 向 量 ，xz” зросте, хь 是 固有 基底 下 的 坐标 )。 
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Роїпсагё-Риас 定理 АА -> 4x 十 .…， 其 中 
4 为 对 盘算 阵 ， 可 以 用 形式 变换 一? 士 …， 化 为 标准 形式 
у» Ay + wly)， 其 中 级 数 wly) 仅 由 共振 单项 式 组 成 .车 线性 
部 分 4 的 固有 值 的 模 金 小 于 1 (或 全 大 于 1), Шея х 
Ах 十 …-， 可 以 用 双全 纯 变 换 化 为 仅 售 共 振 项 向 多 项 式 标准 形 
式 。 

在 共振 情况 下 ,常用 Poincare 方法 将 映射 在 不 动 点 处 的 Tay- 
юг 级 数 的 有 限 项 化 为 标准 形式 . 

Я ”考虑 C 到 自身 的 映射 , 它 具 高 不 动 点 2 。 且 固有 值 4 为 1 的 К 
根 。 这 种 映射 可 以 适当 选择 坐标 系 化 为 

rz + са + OC |=). 
Я А а 一 1。 则 映射 可 以 化 为 
rr 一 zx + с + ОС |"). 

这 个 公式 可 以 用 来 研究 实 映 射 的 不 动 点 的 稳定 性 。 事 实 上 ,重复 此 映射 两 次 
( 即 映射 平方 ), 可 得 


sr 一 ен? + 0]. 
ЯН с>0, ИННА ОЕ. 
这 样 。Poiacar 方法 的 前 用 步 可 以 用 来 研究 在 线性 近似 , 下 为 中 立 的 不 
让 点 的 稳定 任 . 


$26. 周期 系数 方程 的 标准 形式 


把 具有 周期 系数 的 方程 化 为 更 简单 的 形状 ， 这 也 是 Poincare 
标准 形式 方法 的 一 个 变 体 。 


А. 具有 周期 系数 的 线性 方程 的 标准 形式 
考 虚 复 相 空 间 中 的 线性 方程 
# = Ах, 
这 里 复线 性 算 子 A(D):C* > © г Д 2 为 周期 。 
将 一 解 + 一 0 时 的 初始 值 变 为 此 解 当 :一 2x 时 的 值 的 线 
ЖИ м:С С ЖЕ ( 单 值 化 算 子 不 仅 对 线性 方 
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程 有 定义 而 且 对 任意 具有 周期 系数 的 方程 也 有 定义 ; 在 这 个 较 
广泛 的 情况 下 ， 单 值 化 映射 通常 称 为 Poincare ПЕНИ 
Poincaré 8). 

Floquet Е 若 单 值 化 算 子 是 对 角 算 子 而 zz 一“ 为 
其 固有 什 , 则 原来 的 具 周 期 系数 的 线性 方程 可 以 用 2x 周期 的 线性 
ЖЖ хэ ВО)у 化 为 常 系数 方程 

ӯ ду, 

这 里 4 是 以 为 夯 有 值 的 对 角 算 子 。 

忆 考 谍 一 个 线性 算 子 ， 它 变 原 方程 某 解 在 :一 0 时 的 初始 
值 为 此 的 解 在 时 刻 * МИН. Зат в: С С°, Р.С" С" 
记 对 于 方程 ;一 лу 的 类 似 算 子 。 这 时 一 了 一 Eg 一 
м 为 单 值 化 算 子 (注意 4 的 选 笃 )。B(z) — "РЖ 
变换 。 р 

注 ”Floquet 定理 的 证 明 只 用 到 单 信 化 算 子 可 表 为 M 一 
еа 所 以 周期 的 变量 变换 不 仅 可 将 具有 对 角 单 信 化 算 子 的 复方 
程 化 为 常 系数 方程 ， 而 且 每 一 个 单 值 化 算 子 有 对 数 的 方 径 也 是 这 
В. 

АЕО АВЕС Г И НОВЕ 
的 Jordan 形式 即 知 )。 

推论 1 ”每 一 个 2x 周期 的 复线 性 方程 都 可 用 一 个 zz 周期 
线性 变量 变换 化 为 常 系数 方程 。 

实 线性 算 子 不 一 定 恒 有 实 对 数 ， 即 便 其 行列 式 为 正 也 是 如 此 
《 单 值 化 算 子 的 行列 式 恒 正 ). 事 实 上 ,例如 考虑 平面 上 的 以 〈 一 1， 
一 2) 为 国有 值 的 线性 算 子 。 若 此 算 子 是 另 一 线性 算 子 的 指数 , 则 
后 者 的 固有 全 是 复 的 但 并 不 共 放 。 所 以 上 述 实 平面 上 的 算 子 没有 
实 对 数 。 

另 一 方面 ， 容 易 看 到 实 算 子 的 平方 恒 有 实 对 数 。 这 就 导出 了 
以 下 的 

推论 2 每 一 个 具 2r 周期 系数 的 方程 都 可 用 一 个 4x 周期 的 
线性 变量 变换 化 为 常 系数 方程 。 
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应 用 复 的 化 约 比 应 用 双 倍 周期 的 实 的 化 约 通 常 更 为 简单 。 


怠 。 同调 方程 的 推导 
考虑 常 系数 线性 方程 一 47、 对 它 作 一 个 非 线 性 举 标 变换 
туу, 2), 
4 是 对 上 以 2x 为 周期 系数 的 向 量 函数 (或 ? 的 形式 寡 级 数 而 其 系 
数 以 2x 为 周期 )。 
引 理 ЖА ОСУ) (或 者 若 级 数 # 从 不 低 于 > 次 的 项 
开始 )，r 之 2， 则 
, 94 941 
аа оак А у, | 
“表示 * 的 高 于 > 次 的 项 。 
ЧЕ (Е Ь) (а 一 下 是) 二 总 二 
= Ах Б [heAr Аку г) БАр, 
ЖХ. 具有 2. 周期 系数 方程 ?一 лу ПИЈЕ , 
以 2x 为 周期 的 向 量 场 二 的 方程 
工 玉 十 如一 上， 
这 里 ”是 已 知 的 2= 周期 向 量 场 ,而 


Ева, 0) ~ 26 Ax ~ Аа, 0). 
Я 


我 们 也 将 考虑 4 和 ”是 系数 对 上 有 2x 周期 的 形式 堵 级 数 的 
情况 。 


+..., 


С 同调 方程 的 解法 
先 令 和 天 为 Taylor-Fourier ЖЖ 


vx, 1) 一 идите Не, , B(x, г) 一 ХВ хте, 


НЕКИЕ И АН 


Vrs ks 


Виды = > 
"т Виа 


РАЕВ. 
ЗЯ 
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А (в, 2) +1, 
т; 20, Хт 222, —00 <А < со, |“; я, 

РЕНА т, s 不 发 生 共振 , 则 Fourier 级 数 Хде" 及 
其 对 * 的 导数 收敛 。 故 在 无 共振 时 ,同调 方程 在 具有 * 的 2x 周期 
系数 的 齐 性 多 项 式 类 中 可 解 , 从 而 在 具有 对 z 的 2= 局 期 系数 的 形 
式 宕 级 数 类 中 可 解 。 

车 有 共振 ， 则 当 v 的 Taylor-Fourier 级 数 不 包含 共振 项 时 ， 
НИНЕ ИЛИ, ХО л, = А + (ж, 1) 成 
ЗАИР, ела 为 0, 同调 方程 亦 可 解 。 


р 形式 标准 形式 


象 通常 一 样 作 ,在 非 共 振 情况 下 可 将 具有 2x 周期 形式 系数 的 
方程 化 为 常 系数 方程 == Ay， 这 里 的 变换 是 ”的 形式 震级 数 ,其 
系数 对 以 2x 为 周期 。 

在 共振 情况 下 , 则 可 化 为 以 下 方程 

ў Ау + wly, 2), 
О СР Е 
(注意 ， 对 有 任意 固定 阶 的 共振 项 只 含有 限 多 个 Fourier 调和 
素 ,因为 共振 条 件 和 一 (my 1) 十 Ц 唯一 地 决定 了 天) 
实际 上 通常 只 将 低 阶 项 正则 化 。 

Я ”考虑 2x 周期 系数 方程 . 设 祖 空 间 维 数 a 一 2, 且 单 人 化 算 子 的 
丙 个 固有 值 都 足 复 的 其 模 为 1. 

在 适当 的 坐标 系 下 变换 的 线 狂 化 方程 为 
《2 ОЛ ЕЯ, 故 略 去 )、 轩 有 值 为 ,: 一 нь. 方程 的 共 
振 项 由 下 式 决定 ; 


И + (т, — т, — ро, 
РИ 一 wm, 二 1， 从 而 方程 可 化 为 不 依 较 于 时 
疗 的 形式 的 标准 形式 : 

zs + cuzizl 十 еза |а| + 


出 真正 的 ( 即 非 形式 的 ) 变 量变 换 可 将 方程 化 为 例如 以 下 形式 
(193 + 


mies 十 ciz|s|a + -~ 
这 里 对 + 的 28 周期 的 依赖 性 只 在 用 ”表示 的 = 的 5 次 以 上 的 项 中 保存 。 
注意 ,这 时 Poincar 方法 的 每 一 步 都 归结 为 对 : 与 arg = 求 平均 ,这 样 
得 到 的 方程 在 对 + 平移 与 对 * 旋转 下 不 变 . 


可 通 约 情况 


现 设 前 例 中 的 w 是 有 理 数 w 一 р/е. 这 时 由 共振 项 的 方程 可 

得 
Rpr, ти "т т, 51 — ах. 

为 了 研究 标准 形式 ,考虑 时 间 轴 的 9 重 覆盖 更 方便 。 注 意 ,方程 的 
线性 部 分 的 积分 曲线 成 为 p,qg) 型 Seifert 叶 层 构造 ( 见 521). 
在 9 重 权 盖 空 间 上 ,积分 曲线 成 为 一 个 平凡 的 叶 层 构造 ,从 而 可 在 
ЖЕЛЕ. 纤维 上 的 坐标 记 作 zmod2xg)。 底 空间 上 
ВЕ 由 下 式 决 定 : 


в еер. 

ЗЕНЕКДЕ, УНЫНИЯ 2 = 0. ЖЕ 

一 个 与 Жк 
二 一 рый, 

其 中 《一 1 = lmodgq. 

换言之 ,在 4 重 覆 盖 的 底 空 间 上 可 得 (形式 的 ) 方 程 , 它 对 旋转 
角度 14 为 不 变 ， 

如 果 不 作 完全 的 形式 化 约 而 只 限于 级 数 前 几 项 的 规则 化 ， 则 
得 $ 的 方程 如 下 ,其 中 有 对 “为 周期 2rg 的 9 十 1 阶 余 项 : 

CD он + 

这 时 ，Poincaré ЯХНА ПДН ЖЖ ЯЕ Seifert НЕ 
造 的 平均 化 。 所 以 这 样 得 到 的 方程 对 + 的 平移 和 对 “旋转 27/6 
倍数 的 角 都 不 变 。 

这 样 得 到 的 方程 将 在 第 六 章 中 研究 。 
Е. 收效 性 的 讨论 

其 有 周 著 系数 的 方程 2 一 4z 十 '… 将 由 以 下 条 件 决 定 ; 线性 
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化 方程 的 固有 值 全 在 左 半 平面 Код < 0 内 (或 全 在 右 半 平 面 内 ). 

在 这 个 域 中 : (1) 共振 平面 族 14:% 一 (m5,) 十 №} 是 离散 
的 ;《2) 标准 形式 可 能 售 有 无穷 多 项 ;(3) Poincare 级 数 可 能 发 
散 。 


但 是 对 算 于 4 的 几乎 所 有 (在 Lebesgue УТ 国有 信 
之 给 ,对 :为 周期 о ВИКА += hx 十 НИ 
绪 可 以 用 双全 纯 的 对 ， 为 周期 2= 的 变换 化 为 自治 标准 形式 z 一 


де 〈 周 期 系数 情况 的 Siegel 定理 ). 
4 证 明和 通常 的 一 样 ,下 $28. > 


С. нша 


考 虚 具 有 周期 解 从 而 有 闭 相 曲线 的 自治 微分 方程 2 一 s(x) .所 
有 以 上 对 具有 局 期 系数 方程 的 零 解 邻 域 所 讨论 的 ， 都 可 以 直接 移 
到 这 里 。 

实际 上 ， 在 闭 相 曲线 邻 域 中 可 以 这 样 选 择 坐 标 使 得 由 向 量 场 
”所 给 的 方向 场 成 为 具有 周期 系数 方程 的 方向 场 ， 而 且 相 空间 维 
数 减 少 1 ( 沿 相 上 曲线 的 坐标 称 为 时 间 )。 

注 ” 若 相 空间 为 一 流 形 ， 则 闭 相 曲线 的 领域 可 能 不 微分 同 
胚 于 问 周 和 横 截 的 贺 盘 的 直 积 。 

Я ” 设 相 空间 为 Mibius 带 而 相 曲 线 是 它 的 轴 贺 局. 

一 般 说 来 , 流 形 上 的 闭路 的 邻 域 不 是 直 积 。 当 且 仅 当 此 流 形 是 不 可 定向 
而 且 闭路 是 破坏 定向 的 路 径 , 在 这 时 必须 用 此 闭路 的 二 叶 舞 蔓 才 能 变 为 膨 
期 系数 方程 。 


Н 5 Роіпсагё 映射 的 联系 


周期 系数 方程 的 标准 形式 理论 ,也 可 以 从 它们 的 Poincare 映 
射 的 标准 形式 〈 即 微分 同 是 在 不 动 点 附近 的 标准 形式 ) 理 论 导出 . 
反之 ， 在 不 动 点 附近 研究 微分 同 豚 也 可 以 化 为 研究 一 个 周期 系数 
方程 ,而 此 微分 同 旺 就 是 它 的 Poincare ВЯ. 

在 有 限 甚 至 无 限 实 光 滑 性 的 情况 ,由 一 已 知 Poincare 映射 作 
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出 周期 系数 微分 方程 并 无 大 的 困难 ?。 解析 或 全 纯 的 情况 就 较为 
复杂 。 这 个 问题 等 价 于 图 环 上 的 解析 (全 纯 ) 纤 维 从 在 拓扑 平凡 性 
假设 下 的 解析 (全 纯 ) 平 凡 性 间 题 虽然 本 质 上 说 ， 从 层 的 理论 说 
Stein 流 形 的 理论 可 以 得 到 肯定 的 回答 ,但 是 就 作者 所 知 , ЕВА 
未 发 表 ( 作 者 感谢 В. П. Паламодов #1 Ю. С. Ильяшенко # 
这 一 点 )。 我 们 不 讨论 这 个 理论 ,尤其 是 因为 研究 微分 方程 和 微分 
同 胚 所 震 要 的 结果 不 一 定 可 以 互相 导出 ， 而 只 是 可 用 同 祥 的 证 法 
独立 地 得 出 。 


Е 条 件 周 期 系 数 的 情况 


Poincart 方法 也 可 以 直接 推广 到 条 件 甩 期 系数 的 情况 ， 这 里 
说 的 是 方程 
я АН v(x, Pp) 
Ф= о, 
Яне г ЗИ ЕА, о 是 常 向 量 ，A4:C" > C* 是 不 依赖 于 
里 的 线性 算 子 , v 是 一 向 量 场 , 它 在 点 x 一 0 处 的 线性 部 分 为 0. 
对 频率 向 量 上 的 分 量 要 加 上 通常 的 不 可 通 约 性 条 件 。 这 时 ， 
共振 条 件 形状 如 下 : 
А = ИА, ю) + (и, 2), 
为 7 维 空间 的 一 切 整 点 ，w 适 合 通常 的 条 件 m, 20, Хт, > 
2. 
设 函数 ” 对 = 和 9 是 解析 (全 纯 ) 的 , НХ Фф = (в, ---,Ф,) 
为 周期 ze。 可 证 原 方程 组 可 以 用 解析 (全 纯 ) 的 对 PF 有 周期 2x 的 
变换 х= у КУ, ф), 化 为 
3 — Ау, Фо. 
( 见 Э. Г. Белага [1]). 
АННА ЕРИНО АЖ НОЕ ВЯНОК 
完善 。 对 于 周期 系数 方程 ， 我 们 可 以 在 适当 的 周期 线性 坐标 变换 
р 殷 一 个 已 知 的 映射 妇 人 一 个 自演 方 程 的 相 流 一 般 池 说 是 不 可 能 的 (不 能 伍 分 
等 价 于 一 个 施 转 的 具有 志 理 旋转 教 的 世 央 的 微分 同 肥 即 是 一 例 。 见 $1). 
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下 ,使 它 的 线性 部 分 系数 变 为 常数 ;但 对 于 条 件 周期 系数 方程 。4 
ЖИР g 一 一 这 一 假设 是 本 质 的 限制 。 


3. 具有 条 件 周期 系数 的 线性 方程 的 可 约 性 问题 * 


所 亩 条 件 周期 系数 的 线性 方程 即 
а (фа, фа, 

其 中 x€ C", pe Try 是 具有 整 系数 不 相关 的 分 是 的 向 量 ，4(p) 
是 C* 中 的 线性 算 子 。 

因此 ,方程 由 (4, =) 给 出 , 4 是 环 面 上 的 算 子 值 〈 亦 即 抵 
ВЕНОК, о 是 环 面 上 的 向 量 。 

定义 ”具有 条 件 周期 系数 的 线性 方程 称 为 可 约 的 ， 如 果 存 
在 环 面 上 的 (光滑 ) АИ 了 ,使 得 变换 * ВОр)у 能 把 原 
ЭВ 9 Су. 


一 个 不 全 有 可 约 系 的 区 域 ， 

在 研究 自治 方程 载 有 条 件 周 期 运动 不 变 环 面 的 邻 域 时 ， 自 然 
发 生 线性 {或 非 线 性 ) 的 具有 条 件 周 期 系数 方程 的 可 约 性 问题 。 这 
个 环 面 通 常 是 用 逐步 逼近 法 解决 的 ,在 通 有 情况 下 ,一 般 地 可 以 修 
改 这 种 逼近 ,使 得 同时 婚 得 出 不 变 环 面 , 也 把 沿 环 夯 的 变 分 方程 化 
为 标准 形式 ， 这 样 通 避 了 可 约 性 这 个 未 解决 的 问题 〈 实 质 上 是 对 
基 个 “未 组 动 * 问 题 应 用 了 可 约 性 )。 


$27. 椭圆 曲线 附近 的 标准 形式 


Poincaré 关于 微分 方程 在 查 点 附近 标准 形式 理论 和 复 曲面 上 
柄 圆 曲线 邻 域 的 标准 形式 理论 非 党 类似。 本 节 中 人 简要 地 考察 这 个 
至 论 , 它 是 微分 方程 在 解析 几何 上 的 应 用 ,而 它 本 身 又 在 微分 方程 
理论 中 有 应 用 。 

ВЫ —— Ен 
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А. 椭 回 曲线 

О 

ИРИСИ (о os)。 它 们 的 比 不 是 实 的 。 С 
中 每 一 点 9 与 由 它 平移 w 和 所 得 的 点 等 同 超 来 (从 而 也 与 所 有 的 点 w+ 
hw + hws 等 同 超 来。 太刀 是 整数 )。 这 样 等 同 以 后 ,C ЗЕНА 

Гг = Сю + oa:Z. 

所 以 可 以 把 攻 贺 曲线 看 作 是 以 《oo,》 为 两 名 过 的 平行 四 边 形 。 并 将 对 边 
上 的 对 应 点 祖 为 相同 点 。 

可 以 证 明 , 所 有 精 问 曲线 (除了 相差 一 个 双全 纯 等 价 ) 都 可 以 这 例子 的 作 
法 得 出 。 这 个 事实 决 非 明显 的 定理 。 

ФАТАЛНИ 0<Imp<r， 并 将 点 Фер + 2 站 起来。 把 边界 上 的 点 
9 与 点 Ро 十 0.5sing 视 为 同一 点 。9 为 实数 。 这 样 得 到 的 流 形 可 
ПАЦАН Со + о 上 去 ;然而 证 明 并 不 容易 ， 很 可 能 当 
0 М, м/о, 在 通常 的 Diophantine 条 件 下 趋 于 旋转 数 。 

Зи, 与 wm 称 为 曲线 的 慎 期 。 若 将 两 个 周期 者 乘 以 同 -复数 ,将 得 到 新 
的 周期 并 给 出 双全 纯 等 价 于 原 曲 线 的 本 图 曲线 .所 以 恒 可 选择 周期 ,使 w 一 
2=. 

ЗЮ, о 385—0. 18908 tmo>0。 对 于 不 同 的 w 一 般 地 有 双全 
纯 不 等 价 的 精 加 曲线 (更 准确 地 说 ， 如 果 不 能 用 乘 以 一 个 复数 使 冰晶 线 的 格 
Жо + од 重合 , 则 它们 不 双全 纯 等 价 》。 

问题 ” 证明 位 能 为 3 或 4 次 多 项 式 的 一 继 Newton 方程 的 要 曲线 
СЕНА. 

СИЕ Раи $ 的 作 
я, инж = = уа Соо ар АНАА). 

问题 。 令 位 能 为 具有 了 两 个 极 小 什 的 4 次 多 项 冻 。 证 明 具 有 相同 总 能 
量 的 振动 (不 一 定 是 小 振动 ) 在 丽 个 势 阶 中 的 周期 相同 。 

提示 。 在 环 面 任 二 个 于 午 线 上 的 第 一 类 积分 值 相同 

问题 。 设 位 能 是 具有 局 部 极 大 和 极 小 各 一 个 的 3 次 多 项 式 ， В 
惧 中 的 振动 局 期 等 于 具有 相同 总 能 量 但 由 无 穷 到 无 穷 的 非 反 相 上 曲线 上 运动 

О 本 题 和 以 下 各 题 部 驶 用 到 Riemana 则 看 拓扑 学 的 初等 知识 * 这 些 可 以 在 任何 

一 本 单 复 变 函数 论 教 本 中 找到 。 
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的 局 期 。 
注 ЕНЕ з 或 4 次 多 项 式 , 可 得 任意 酉 圆 曲线。 所 以 由 上 面 几 
个 问题 可 知 , 补 男 有 曲线 都 是 代数 流 形 . 


В 。 机 加 曲线 上 的 最 简单 的 纤维 从 


含有 椭 辕 有 曲线 的 最 简单 曲面 是 椭 贺 曲线 与 复 直 鳗 的 直 积 。 正 
如 在 圆 岂 上 除了 圆周 与 直线 的 直 积 外 还 有 其 它 以 直线 为 纤维 的 纤 
维 从 〈Mabius 9), 在 构 贺 曲线 上 除 直 积 以 外 也 有 以 忌 为 纤维 的 
纤维 从 。 

考 滤 两 个 复 变量 平面 之 纤维 化 而 以 复 直 线 为 纤维 。 我 们 称 此 
на, 

Я (5. ф) 记 C 的 坐标 , 且 坐 标 * 为 铅 直 的 , q 为 水 平 的 .此 
纤维 从 С 一 C 使 每 一 点 (r,p) 对 应 于 水 平复 直线 上 的 点 p。 

令 T 为 由 水 平 直线 覆盖 的 椭圆 曲 线 。 将 水 平 轴 上 相差 为 周 
期 (wm, соз) 整数 倍 的 点 视 为 相同 点 , 即 得 曲线 T。 

将 平面 C 上 水 平 投影 相差 周期 整数 倍 的 铅 直 直 线 等 同 起 来 ， 
即 得 椭圆 曲线 上 的 纤维 从 ,但 将 铅 直 喜 线 等 同 也 能 以 不 同方 式 
来 作 ( 正 如 将 由 抵 形 得 到 的 圆周 上 的 纤维 粘 起 来 , 既 可 得 柱 面 ， 又 
可 得 Mabius 带 , 视 如 何 钻 结 铅 直 直线 而 定 )。 

最 简单 的 烙 法 是 将 点 (е, р) 与 (фм), (rsp 十 om) 
等 同 。 这 样 得 到 直 积 .稍为 复杂 一 点 的 情况 是 : 在 粘 结 的 同时 ,把 
铅 直 直线 扭转 。 

# 令 % 为 非 0 复数 而 了 是 周期 为 《2xs о) ДАН. ЕС: 
上 (坐标 为 〈r。 9))。 以 下 各 点 等 同 ; 

(ә), (о + 2%), (№, + о), 
ВС ЕИ 2, ИИ СС, (0, ры ФИНЕ ЕГ, 
у ТАТА ВАЕ г, РАВО С, У, о 给 出 工 在 也 中 的 谈 人 . 

可 以 这 样 来 想像 曲面 (ЕЛ ХЗ). 考虑 实 三 维 空间 ， 水 平平 面 是 
{wm EC}, ФАНЕ. 3389970 0 么 Img< 和 Imw。 把 包围 它 的 两 铅 直 平 
面 粘 起 来 ,并 使 铅 直 平 面 Img 一 0 上 的 点 (+， Ф) 与 平面 tmp = Imw 上 的 
点 (加 sp + о) ЕЕ. И, ВЕРЕН 2л 的 点 粘 起 来 这样 可 得 
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НН Г ЕЕ а НЯ. 

ТИЕШЕ г, ДЕЗ ная рТ. 

МИН, АЕА Я. НАА Фе, ИЧА 
一 般 是 非 平凡 的 。 


С. 平凡 与 非 平 凡 的 纤维 化 


定理 44722, 4ЕЕ. НИНЕ ГЕНИИ 
中 的 任 一 邻 域 均 不 双全 纯 地 上 映 到 此 曲线 工 在 直 积 中 的 邻 域内 。 

4 可 以 在 直 积 中 将 了 变形 : 对 任意 Е, 方程 "一 s 定义 了 直 
ВОК А. Г, Хх ЕР УМН РОГ 
的 方程 为 "一 人 .这 时 Г, 由 方程 г=Кф) 给 出 , 而 人 pg 十 24) 一 
КФ), fp 十 0) 一 fp)， 将 1 展 为 Fourier 级 数 了 一 ре, 
可 得 ле = аһ. МЫ 入 一 0 而 与 7 午 合 。 这 样 此 纤维 从 
上 的 椭圆 曲线 当 1 еле 时 不 能 形变 。 > 

和 问题. 证 明 当 4 一 “…” 时 ,纤维 从 хог 是 直 积 ( 即 全 纯 平凡 ). 

问题 。 证 明 由 复数 4,, 4, 给 出 的 纤维 从 Х.Г 和 ог. МЕХ 
МЕНЕ КН А Ас 时 ,为 全 纯 等 价 。 

注 ”在 固定 的 椭圆 曲 线 T 上 的 ， 上 述 形 状 纤维 从 的 全 纯 等 
价 类 构成 群 ( 遍 乘 以 数 1 ЕТА). 

由 以 上 各 向 题 的 结果 可 条， 这 个 群 可 以 自然 地 视 为 等 同 于 复 
数 的 乘法 群 对 于 形 如 e* 的 数 所 成 的 子 群 之 高 群 . 商 烙 CAe'**} 
本 身 可 以 双全 纯 地 上 映 到 原来 的 糊 贺 曲线 上 ,这 个 群 也 称 为 了 的 
Picard Й Jacobi ИСХ НВА НА Н 
代数 流 形 都 有 定义 。 在 一 般 情况 下 , 它 并 不 是 原来 的 流 形 )。 

问题 。” 考虑 籽 浪 曲线 上 由 下 式 给 出 的 纤维 从 : 

(0) (А фр + в) (р, p+ оз) 

证 明 这 个 纤维 从 双全 纯 地 等 价 于 о, = 2r，4 = 1 的 纤维 丛 - 

注 ”可 以 证 明 ， 椭 加 曲线 上 的 所 有 拓扑 平 凡 的 一 维 向 量 从 
双全 纯 等 价 于 上 述 纤维 从 3 一 工 。 
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2. ЖИ ЕБЕТ А НЕА 


从 拓扑 上 说 ,上 述 所 有 纤维 内 都 是 平凡 的 ( 即 同 胚 于 直 积 ). 能 
够 区 分 拓 朴 不 等 价 的 纤 交 从 的 不 变量 是 堆 截 口 的 自 交 指标 。 

4 M,。 M， 是 可 定向 实 光 滑 流 形 М 的 光滑 可 定向 紧 子 流 形 
( 即 无 边 流 形 )。 设 流 形 M 的 维 数 等 于 M,, M， 维 数 之 和 ,M, 和 
м, 模 截 相交 ( 即 在 每 一 个 交点 ， 两 个 于 流 形 的 切 空间 之 和 包 合流 
зем ваз). 

м, жам, НЕЕ ОЛА Е АЗЕ СЕМ, 
的 正定 向 标 架 后面 再 接 以 M 的 正定 向 标 架 即 可 给 出 M 的 正定 向 
标 架 ,就 说 交点 有 正 号 )。 

ам, 是 可 定向 光滑 紧 子 流 形 。 它 的 维 数 是 M 的 一 半 。M, 在 
МЕРЕ ХХ м, 以 及 由 м, 经 过 小 的 变形 而 得 的 ,而 且 
与 Mi ЖЕНЫ М, 的 相交 措 标 。 例 如 环 面子 午 线 的 自 交 
指标 为 0。 两 为 相 领 子午 线 是 不 相交 的 。 

可 以 证 明 , М, 在 M 中 的 自 交 指标 与 М, 的 选择 方法 无 关 ， 只 
要 м, 是 由 м, 经 小 的 变形 而 得 即 可 。 

问题 ЖЕЕ ? 在 其 切 从 中 的 自 交 指标 。 

答 士 2。 一 般 地 谤 , 流 形 在 其 切 丛 中 的 自 交 指 标 等 于 其 Euler 示 性 


а 

考虑 椭 鸭 曲线 上 的 一 维 矢 量 从 3 一 T，[ 是 由 纤维 从 С 
蕊 将 铅 直 直线 ( 铅 直 指标 记 作 г) 按 以 下 方式 粘 结 而 得 : 

(ғ, ф) ~ (к, + 20) ~ Че, p + в), 

为 整数 ,4 是 非 0 复数 。 

问题 。” 求 所 得 纤维 空间 的 零 截 口 《" = 0) ОБ, Бих НЕ 
流 形 定 疝 ( 复 流 形 的 定向 是 使 复 平面 的 相交 指标 重 为 正 。 复 华 标 为 《s,>-…， 
а.) ОЗУП НВА (Вел, еее Imsy…sIms) 定向 的 )- 

% 。 着 fmw>6 НЯ — ›. 

Ж ЖЕШЕТ 1 维 矢 量 点 ， 除 相差 一 个 双全 纯 等 
Яя, лр. 
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Е ВИНЕ 


考虑 复 曲 面 上 的 椭圆 曙 线 。 它 在 此 曲面 上 的 邻 域 定义 了 此 
线 上 的 1 维 矢量 从 -一 法 从 。 法 从 在 一 点 上 的 纤维 即 曲面 在 该 点 
处 之 邹 空 间 对 曲线 的 切 子 空间 的 商 空间 。 

靶 从 空间 本 身 也 是 一 个 复 曲 天 。 原 椭 区 曲线 则 (作为 零 蕉 口 ) 
嵌入 于 此 曲面 中 。 

这 样 ， 便 产生 了 以 下 问题 : 曲线 在 原 曲面 上 的 充分 小 邻 域 可 
否 双 全 纯 地 映 到 它 在 法 从 中 的 邻 域 上 ,后 来 发 现 ， 这 个 间 题 很 接 
近 于 微分 方程 (或 光 漫 映射) 在 不 动 点 附近 可 和 否 化 为 线性 标准 形式 
问题 ,而 且 可 用 同样 的 方法 解决 。 

首先 证 明 。 业 图 曲线 在 曲面 上 的 邻 域 一 般 不 可 能 在 此 曲线 上 
全 纯 地 纤维 化 。 

Я 。 考虑 这 样 一 族 柄 加 曲线 , 族 中 相 邻 的 团 线 彼此 不 能 双 全 纯 地 等 
Ч. 例如 ， 在 两 个 复 变 量 〈9。w) 的 平面 上 将 点 (тә). (9 2л, а), 
(yp + oo) 等 同 起 来 ,就 可 得 到 这 样 的 族 ， 在 等 同 以 后 , 区 域 Imo>0 变 为 
ЗНАЯ w = const。 的 并 集 , 这 些 曙 线 中 设 有 一 个 其 邻 域 可 以 全 纯 地 贞 到 
这 曲线 上 。 并 使 这 条 曲线 本 身 不 变 。 

事实 上 ,如 果 这 样 的 映射 存在 ,就 会 得 出 接近 于 恒 等 映 射 的 双全 纯 映 射 
它 把 "很 接近 但 又 不 相同 的 梢 加 曲线 互相 观 射 * 而 这 是 不 可 能 的 . 

可 以 证 明 ， 上 面 所 考虑 的 例子 在 某 种 意义 下 是 例外 的 :铁人 
在 复 曲面 并 有 0 自 交 指标 的 猜 大 曲线 的 邻 域 , “一般 说 来 "双全 纯 
地 等 价 于 该 曲线 在 法 从 中 的 邻 域 (和 微分 方程 在 这 点 附近 一 般 说 
来 等 价 于 线性 方程 有 相册 的 意义 )， 在 这 个 例子 中 ,例外 在 于 ; 上 
面 作出 的 梓 加 由 线 族 的 每 一 个 的 法 从 都 是 平凡 的 ( 册 为 走 积 )。 


Е, 初步 的 标准 形式 


杭 图 曲线 可 以 通过 将 圆 环 的 边界 圆周 全 纯 地 粘 结 起 来 而 得， 
岗 样 ， 网 面 上 的 梢 加 曲线 的 邻 域 也 可 以 由 曲面 上 的 环形 邻 域 将 其 
边界 流 形 全 纯 地 粘 起 来 而 得 。 这 些 过 界 流 形 的 实 维 数 为 3; 粘 结 
可 以 全 纯 地 拓展 到 边界 的 邻 域 。 


* 202 + 


可 以 证 明 ， 复 曲面 上 闭 贺 环 的 双全 纯 象 的 充分 小 邻 域 恒 可 双 
全 纯 地 了 瑞 为 一 圆 环 的 领域 ,这 个 圆 环 嵌入 在 直 积 C x C 的 因子 得 
весн, 

ЖЕНЕ РЯ 1 维 矢量 从 全 纯 分 类 的 结果 相 
似 , 上 面 说 的 关于 环 的 邻 域 结果 证 起 来 也 不 简单 ,要 用 到 多 复 变 函 
数论 的 一 些 技巧 《 层 ， 业 图 型 偏 微分 方程 ， 或 者 它们 的 某 些 代替 
品 )。 

我 们 不 作证 明 而 只 直接 假设 ,包含 档 圆 曲线 的 这 个 曲面 可 以 
由 粘 结 直 积 中 的 圆 环 得 到。 

这 样 ,考虑 一 个 曲面 ， 其 点 由 冰 个 复 变 重 平面 上 的 点 〈r， p) 
通过 以 下 的 粘 结 得 到 : 


了 了 Аб, Ф) 
(;) ~ (, + „) ~ (, +wtrBlr, ө) 
函数 4, В 对 FP 有 周期 2x, 且 在 下 的 实 加 附近 全 纯 。 

ЖЕНЯ Ф БКВ 0 < оф < Imo， 将 点 〈0， 
$) ~ (0, Ф+2=) 粘 结 而 得 ，r。9 是 直 积 之 坐标 . 

给 出 上 述 粘 结 的 函数 对 《4，B) 定义 了 一 个 邻 域 . 适当 选择 
坐标 (ғ, ф) 可 以 改变 4, В 的 形状 。 现 求 一 坐标 ,使 4, в 尽 
可 能 地 简单 。 

先 考 虚线 性 坐标 变换 rs 一 C(9)r， 函 数 C 在 ? 轴 的 带 形 
0 < Img < њо Я, М 2x 为 周期 且 在 此 带 中 处 处 不 为 
о. 


定理 ТЕЧЕ Ы ААН С, 使 
得 在 新 坐标 系 下 , 表示 粘 结 的 函数 4(0, p) 形 如 дете (РЕЖ 
ЗВ. ЖЕ АННЕ е 一 0 在 该 曲面 上 的 自 交 指 标的 相反 数 )。 

425 400, р) 定义 了 曲线 在 该 曲面 上 的 法 从 。 这 个 从 双 
金 纯 地 等 价 于 由 以 下 方式 粘 结 的 从 ; 

(г ф) ~ (ғ, Ф- 2х) ~ (Meirrr, yp + о) 

( 见 $27DD 的 注 )。 变量 * 的 这 个 线性 变换 把 法 丛 的 粘 结 化 为 这 
个 典 刚 形式 ,并 给 出 4(0, ф) ЛЕЖА. № 
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ЖХ 当 此 曲线 有 零 自 交 指 标 时 ， 一 个 栈 面 上 的 精 图 曲线 

邻 城 的 初步 标准 形式 , 即 指 以 下 的 粘 结 : 
了 01 + ralr, ФУ) ғ 
(2) (+ rb(r, „)- (+ „> 

其 中 s 2 是 中 的 2x М, ЕЕ Ф ИННЫ, а 是 非 
0 复数。 

以 后 我 们 不 总 是 约定 : 9 坐标 只 相差 2 的 点 为 恒 同 ,因为 我 
们 遇 到 的 函数 都 是 元 期 2< 的 ,而 9 可 以 假设 为 属于 柱 面 Cmod2z. 


0. 形式 的 标准 形式 

定义 一 对 数 《2，%) ЖА, ЖЖ о 
致 = 和 和 使 得 加 一 er, 

定理 。 共 注 的 数 对 组 成 了 所 有 复数 对 空间 中 一 个 处 处 稳 密 
的 集合 。 

Яхта (6 о о), т ЖЕ, › ВЮ 


的 点 集 在 复 直线 上 的 处 处 秽 密 性 而 得 。 多 

定理 。 数 对 (4, о) 为 共振 的 ， 当 且 仅 当 相 应 于 粘 结 《r， 
ф) ~ (+, Ф 29) ~ (2%, 十 o) 的 、 在 原 炳 项 曲线 某 个 循环 = 
В Е ЮМЗ. 

Фа 20-009, 则 (е, р) ~ а, ф + по), БЛА CA 
222. + пот ВН 5 27 С). НОЕ ВН 5 НИН. № 

ЖХ ЦЕРН: 

ғ rA(r, p) 
(+) (or w+ rB(r, „> 

А, 8 "ИРАН, ДАЛЕК ВЕНУ, ФН 


2, 而 且 40, ф) 40. 
以 下 的 “映射 " 称 为 形式 的 变量 变 次 


: (+) 一 (, е) 
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С, 2 ЖАН, КЛЕЯ ФАНК 0 < ime < Шо 
中 解析 ,对 四 有 周期 2x, ШВ. С(0, ф) = 0. 

形式 的 变量 变换 а 可 以 作用 在 形式 粘 结 f 上 ， 如 下 : > 
29100 (НЕХ НИЛ, МИНЕТА). 

定理 。 ”车 数 对 (4, о) 是 非 共 振 的 , 则 所 有 的 形式 粘 结 

т ritl + ra(r,p)) 
(,)= ф+ о + (еф) ) 

均 可 用 形式 的 变量 变换 化 为 线性 标准 形式 


了 а 
(0 ) > (, 十 中 ) 

ЗЕЛЕНИН ra 和 +b 中 关于 7 的 1, 2,… 次 项 。 为 此 ,和 
通常 一 样 ， 需 要 解 出 线性 的 同调 方程 。 现 在 写 出 ”次 项 的 规划 化 
方程 。 

558 考虑 关于 * 的 方程 

at 中 十 в) — и(ф) = о(ф), 
2 是 29 ИА, НЕЙ а [mg 所 8 中 解析 。 若 rz 一 Imo > 
0, 450 且 对 任意 整数 &，? 二 ce， 则 此 方程 有 以 2 为 周期 
的 解 м, ЕВИ а< Ime сеъ т 中 解析 。 
45 


и(ф) 一 Bure'ts, оф) 一 Ховен, 


Й 
于 是 可 得 内 ет. 

шд Нов, ок 可 以 用 eg 2 阶 的 量 从 上 方 估 计 ，e “一 
0。 所 以 [к] 也 可 用 ео 阶 的 量 从 上 方 估计 。 

з коо, |а 可 以 用 ee 阶 的 量 从 上 方 估计 ， 
而 lee 如 emir 那 祥 增 长 (с 二 Ime > 0)。 从 而 lwxt 可 以 用 
ce RKetrte) 阶 的 量 从 上 方 估计 。 由 此 可 得 : “的 Fourier 级 数 在 
带 形 = 和 jmg 所 8 十 7 内 收效 。 

Ф па етар) 77. н фу ++, ЖА 
表示 高 于 ” 阶 的 项 。 
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现 作 形式 的 变量 变换 ,其 中 С, Фф) 1-е), "БО, 
Ф) 一 r"D,(p). 直 接 代 人 可 知 ,变换 后 ra 与 rb 中 +* ВОР 
8,(ф) = oatp) + 4°С„(ф + в) — С.(Ф), 
$) = bP) + Рф + в) — Р.ф). 
从 方程 和 = 0, $.=0, ЛЫЖ С., D。 НБК 
程 在 带 0 < Imy 安 中 有 解析 的 解 。 我 们 这 样 作出 了 形式 的 变 
量变 换 ， 以 使 ra, +6 中 最 低 次 数 逐 渐 增 加 ， 对 = 一 1， 2,*……， 
反复 这 样 作法 , 即 得 使 ra, rb 完全 消去 的 形式 的 变量 变换 。 р 


В. 解析 的 标准 形式 


定义 ”复数 对 (А. о), Ж шо 60, 120 称 为 正常 
的 ,如 果 存在 常数 C > 0, "> 0, 使 得 对 一 切 整数 名 (ит 0), 
有 


Гео — 11 Ся + (А). 
很 容易 证 明 
定理 非 正 常数 对 〈2。o)， 对 任意 男 定 的 w, 组 成 一 个 
Lebesgue 测度 为 0 的 处 处 稳 密 的 集合 。 
定理 Ж (2, о) 为 正常 数 对 , 则 所 有 全 纯 的 粘 结 
(7) тА(1 + гв(г,ф) ) 
Фф “Мр и-+ (т фр)” 
都 可 用 全 纯 的 变量 变换 化 为 线性 标准 形式 : С.Н (м, р 
о). 
«ЧЕН $ 28 中 Siegel ЛЕМИ. > 
НХ ИУДЕИ ЕВА А ЛЕНЕ. 
定义 全 纯 向 量 从 三 称 为 刚性 的 。 若 其 底 在 一 复 流 形 中 任 
意 的 嵌入 只 要 使 上 为 其 法 从 ， 则 嵌入 后 的 底 在 此 流 形 中 的 充分 小 
邻 域 均 可 双全 纯 地 映 到 5 的 零 截 口 的 邻 域 上 。 
用 这 样 的 术语 ,上 述 定 理 可 以 重 述 如 下 : 
Р ИНН Е, ЛУ СЕ Lebesgue 意义 下 ) 0 
次 1 维 向 量 从 都 是 列 性 的 。 
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22. ЖАННА НО СА, ©) 是 非 正 常 的 ,把 粘 
结 化 为 标准 形式 的 形式 级 数 可 能 发 散 。 这 种 非 正常 数 对 (4, о) 
ВАЗ. 对 于 这 个 问题 ,我 们 将 在 $ 36 中 详细 
讨论 。 


1 负 邻 域 


考虑 曲面 上 构 图 曲线 自 交 指标 非 0 的 情况 . 若 此 捐 标 为 负 , 则 
线 在 全 纯 曲 线 族 中 是 不 可 变形 的 。 若 不 然 ， 变 形 后 的 曲线 将 与 
原 曲线 以 正 的 相交 指标 相交 (因为 二 者 都 是 复 曲 线 )。 

这 样 ， 具 有 负 自 交 指标 的 曲线 在 曲面 上 是 孤立 的 、 这 种 曲线 
称 为 例外 曲线 ， 甚 邻 域 称 为 负 邻 域 。 
定理 ‘(Grauert) 例外 曲线 的 法 从 是 刚性 的 。 即 复 曲 面 上 
的 负 自 交 指 标的 曲线 邻 域 ( 除 相差 双全 纯 等 价 性 以 外 ) 全 由 其 法 从 
决定 。 
现 只 就 椭 贺 曲线 情况 对 此 定理 给 出 一 个 简 证 。 
人 先 从 粘 结 的 初步 标准 形式 开始 : 
г ле’? ®(1 + га(г, p)) 
(,)-( p+ + „Бу, ф) ) 
设 re 和 纪 中 ”的 低 于 = 次 的 项 均 已 消去 , 即 
та = та р) А 55, В гБ ф) + 0, 
作 形 式 的 变量 变换 g(r, р) 一 (е (1С (фу), рт", (Ф)). 
在 变换 后 { 即 粘 结 gefeg 0)，re 和 rb 中 +* 的 系数 是 
аф) 一 an) 十 Ате?" С (pi а) — Сыф) — ірр,(р), 
(р) = Б.ф) + мер (ф + в) 一 Р.ф). 
$5.12. №0. 为 此 先 由 第 二 个 方程 求 出 D。, 再 由 前 一 个 
求 出 C。 在 丙种 情况 下 都 需要 解 出 以 下 形状 的 同调 方程 
heiereu( Фф t+ 0) — и(ф) = (р), 
и 是 未 知 的 2а 周 斯 函数,*” 是 已 知 的 2x 周期 函数 。 
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了 同调 方程 的 研究 
考虑 未 知 和 已 知 函 数 的 Fourier 级 数 展开 式 


и = Хиксе, ре Хей, 
于 是 可 得 Fourier 系数 的 方程 
ии и. 
利用 这 些 方程 ， 在 已 知 前 pn 个 иь 后 ， 原 则 上 ， 可 以 依次 算 
出 所 有 未 知 的 失 。 但 所 得 的 形式 Fourier 级 数 不 一 定妆 化。 可 以 
ПЕ БТ, ЗНА БАДА Е ЗНО ТА СВР ?为 正 ) 时 ,可 保证 收敛 
4. 


事实 上 , 先 考 虑 齐 次 方程 ,也 就 是 说 , 设 所 用 为 0。 

上 述 方程 将 指标 是 公差 为 pn 的 等 差 数列 的 w 连结 起 来 
对 于 名 属于 此 数列 的 内 ,可 从 其 中 之 一 来 计算 其 余 各 项 。 我 们 需 
要 逐次 地 遍 乘 以 er Реде 这 样 的 数 , К 属于 此 数列 .这 些 数 的 对 
数 是 公差 为 ipnw 的 等 差 数 列 。 所 以 对 数 之 和 组 成 ef ру т 
形状 的 数列 , * 是 数列 的 项 数 ，2a 一 гро. 

ЯЗ р>0, шос 0, № Вес < 0, 这 时 数列 [ем | 
当 * 一 士 吧 时 快速 趋 于 0。 由 此 可 知 , 当 上 > 0 时 ， 齐 次 同调 方 
程 有 pn 个 线性 无 关 解 , 且 当 |*| > co 时 急 减 。 

现在 来 解 非 齐 次 方程 。 先 设 已 知 函 数 的 Fourier 级 数 只 有 一 
Мо, Е 0. ТЕН, в =0, ПИАР ТИ, ВНЖ 
а. Рале тю 07, и 将 等 于 齐 次 方程 的 解 之 一 ,从 而 将 如 |“ | 
ВЕЕ, 

一 般 情 况 下 非 齐 次 方程 的 解 将 是 由 系数 如 上 作出 的 解 的 
ВЕНА. 条件 Rec < 0 可 以 保证 收敛 性 , 亦 即 曲面 上 原 梢 圆 曲 
钱 的 自 交 指标 为 负 , 即 可 保证 收敛 性 。 

将 以 上 大 略 提出 的 估计 详细 进行 , 即 知 在 自 交 指标 为 负 ( 亦 即 
为 正 ) 时 ,同调 方程 可 解 。 从 而 可 得 曲面 上 补 贺 曲线 负 法 从 的 形 
式 的 刚性 .对 以 上 作法 作 更 精确 的 分 析 也 可 证 明 解析 刚性 ( 即 Grau- 
ert 230): 这 是 收敛 性 的 证 明 比 9276 和 二 中 所 研究 的 和 = 
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0 的 情况 更 简单 ， 因 为 Poincaze 定理 比 Siegel 定理 ($ 28) ЯМ 
№. р 


К. Е 


ЕЕ ЕЕ Е, КАНОНЫ 
方程 一 般 不 可 解 , 因 为 当 |?| оо В, || 上 升 。 这 意味 
着 ,在 一 般 复 有 曲面 上 具有 正 自 交 指标 椭 加 曲线 的 邻 域 不 仅 自身 不 
可 能 双全 纯 地 映 到 这 条 曲线 在 法 从 中 的 邻 域 上 ， 甚 至 在 2 阶 节 的 
水 平 上 ( 即 略 去 对 到 曲线 的 距离 为 3 阶 量 的 项 ) 也 不 可 能 。 具 有 正 
自 交 指 标的 竹 回 曲线 的 邻 域 称 为 正 分 域 
由 上 所 说 ， 桥 圆 曲 线 的 正信 域 应 该 有 模 〈moduli) 甚至 是 函 
ЗН: 领域 的 标准 形式 必 包 含 任意 函数 (显然 ,甚至 包含 珊 个 变量 
的 负数 或 两 变量 郴 数 在 几 个 点 上 的 芽 )。 

负 自 交 指 标的 曲线 在 大 而 上 是 孤立 的 。 具 有 正 自 交 指标 的 
贺 曲 线 却 总 是 可 变形 的 。 

定理 (Riemann-Roch 定理 的 特例 ) 。 若 曲面 上 的 入 加 
线 的 自 交 指标 为 p, 则 其 法 从 有 ? 个 线 竹 无 关 的 截 口 

4 问题 可 化 为 齐 次 间 亩 方程 ,其 形 如 

up + =) дени), 
Е $27 J 中 已 夏 到, 它 有 ?个 线 住 无 关 的 解 。 诊 

转 到 狂 贺 曲线 的 距离 更 高 阶 的 项 ,我 们 知道 ,存在 着 曲线 在 其 
部 域 中 的 参数 变形 . 

由 此 还 可 知道 , 梯 贺 曲线 在 曲面 上 的 邻 域 , 若 此 曲线 有 正 的 自 
交 指 标 ,在 此 曲 曲 线 上 ~- 般 地 没有 从 结构 .事实 上 ,在 变形 时 ,构图 
曲线 的 复 结构 一 般 地 是 会 改变 的 。 所 以 在 彼此 接近 的 变形 后 的 曲 
线 中 ,可 以 找到 不 能 双全 纯 地 映 到 原 曲 线 上 的 曲线 . 

在 研究 微分 方程 如 何 穿 过 共振 时 ， 我 们 只 会 遇 到 如 下 曲面 上 
Е 0。 


1. 空间 中 的 椭 圈 曲线 
以 上 对 于 直面 上 的 枉 圆 曲线 邻 城 所 作 的 许多 讨论 ， 都 可 以 移 
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到 高 维 空 间 的 楷 贺 曲线 上 去 ， 为 此 ， 在 以 上 公式 中 的 ”应 该 看 成 
是 高 维 的 

稍 贺 曲 线 上 的 任意 维 向 量 从 可 以 用 烙 结 (5, р) ~ рн 
2=) ~ 《4(q)r， 9 о) 来 表示 ，4(p) 是 yordan 标准 形 的 线 
性 算 子 ,其 固有 值 为 xcer。 

БРНО РЕ ЧЕ, 0) Яо ЕЕ, © 


的 ). 


设 社 贺 曲 线 的 法 从 为 负 ， 这 时 曲线 在 流 形 上 的 邻 域 可 以 双 金 
纯 地 映 为 它 在 法 从 中 的 邻 域 (Grauert 定理 ), 即 其 法 从 是 刚性 的 . 
在 零 法 从 时 ,刚性 被 破坏 的 概率 为 零 ?. 共 振 条 件 形 为 % 一 де, 
ЕН, 0 一 4 т дат}, пу 220, Хп, 22, 

非 共振 从 是 形式 刚性 的 。 对 于 真正 的 全 纯 出 性 , 通常 的 〔C， 
»)- 规 则 性 条 件 

[oeite— |22 ССТ + ПА, = nt в 


т 220, Хи, 2, . 
对 一 切 整数 和 已 足够 。 对 任意 〈C, >) > 0 ЖЕ (С, М 
性 的 向 量 1 集合 的 测度 为 0。 
非 正 的 从 具有 刚性 的 概率 显然 为 1。 
ЭЭ (велик) 大 于 1 的 曲线 邻 域 的 构造 (除了 法 从 为 负 ， 从 
而 可 由 Grauert 定理 判定 是 刚性 的 ), 还 研究 极 少 。 


$28. Зере! 定理 的 证 明 
在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 一 个 映射 及 其 在 不 动 点 处 的 线性 部 分 
的 全 纯 局 部 等 价 人性 定理 。 
А. 定理 的 陈述 
定义 。 数组 (а, 和.) eC” ЖУРН (С, »), 


1) 证 明 见 Ю. С. Ильяшенко, А. С, Пяртли [1 一 一 英 译 者 注 
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如 果 对 任意 * 以 及 任意 模 大 于 1, 秽 且 分 量 为 非 负 的 整数 向 量 , 
均 有 (С> 0, »> 0): 
Па, — д2 СИА", А+, 
А = 和 

定理 。” 设 全 弦 映 射 在 C” Кар о НЕЕ 
有 值 组 具有 乘法 型 《C，v)， 则 在 0 点 的 某 个 邻 域 中 ,此 庙 射 双全 
纯 地 等 价 于 其 线性 部 分 。 

令 4 为 De C" 点 附近 的 双全 纯 映 射 ， 并 使 点 不 动 。 又 设 
线性 算 子 4 为 4 在 0 点 的 线 福 部 分 。 今 证 必 存 在 0 点 附近 的 ,使 
ОЖ Н, 它 满足 HoA4oH™ 一 4 《在 0O 点 的 某 个 邻 域 
中 )。 


我 们 将 在 4 的 固有 值 % 均 想 异 的 情况 下 证 明 这 个 定 再。 这 
射 可 以 选取 这 样 的 坐标 系 ， 使 4 的 矩阵 为 对 角 阵 。 固 定 采 用 这 个 
АЖ. 


В. 坐标 变换 Н 的 作法 


将 所 给 的 映射 4 与 坐标 变换 五 分 别 写作 
(ж) = Да + в(я), НО) = е + hls), 
其 中 ats) 5 В0 к) 在 0 处 的 Taylor 级 数 没 有 0 次 与 1 次 项 . 算出 
Нодон"! 中 关于 a 和 的 0 次 及 1 次 项 ， 即 可 把 映射 Неон" 
写作 
(HoAoHT™i)}(%) = Аг + Lal) — 48 (+) 
+ 8(4=) ] + Ва], 160) 6+), 
余 项 R 关 于 «和 是 二 阶 小 量 ， 其 意义 将 在 下 面 解 释 。 我 们 在 R 
中 招 变 元 放 在 方 括 弛 里 ,原因 是 强调 算 子 有 作用 在 辐 数 上 ,而 不 是 
作用 在 函数 在 x АНА Е. 
考虑 关于 的 同调 方程 
АВ(ш) — (Ав) = а(ж), 
А БАТАА ВА а УЯЧА БАЎ А № Taylor 级 数 
没有 自由 项 与 线性 项 。 在 这 一 类 级 数 中 ,方程 是 唯一 可 解 的 ,因为 


‘ап. 


АЕ. 

我 们 将 在 $ 28 СЕҢ, АННА, 对 于 某 个 正 的 C 积 
у, ВОЗЕ РЕТИ (С, >)， 所 得 的 级 数 就 是 收敛 的 。 用 避 家 示 将 癌 
调 方程 的 右 方 = 变 为 其 解 的 算 子 : h 一 (LoD). 

现在 用 以 下 公式 来 递 推 地 定义 浮 数 es В: 
в, = ООо), аы = (Га,], СА), 
而 初 值 取 о = с. 
作 有 映射 Но 于。 …， 其 定义 如 下 : 
Ня) = + В). 
我 们 将 证 明 , 所 求 的 变换 由 下 式 定义 ; 
H= ВљН,о- - онен. 


С. 同调 方程 的 研究 
我 们 设 同调 方程 


Арба) 一 hlAs) = а(а) 
的 右 方 与 解 的 Taylor 级 数 都 没有 自由 项 与 线性 项 。 用 1s] 记 
тах |z;| ， 
引 理 1 ， 设 对 角形 线性 算 子 4 的 固有 信 组 具有 乘法 型 (C， 
»)， 设 同调 方程 的 右 方 。 在 重 柱 体 16 < ”上 连续 ， 在 其 中 全 
纯 。 


这 时 同调 方程 有 解 , 它 在 重 圆柱 体内 全 纯 , 而 且 对 任意 适合 
о << вь, 满足 不 等 式 
тах ‚|+ | < max |14(=) | /8". 
ні Е) 
ЖЕЛ с 一 a(4)， 不 依赖 于 8, a 和 7。 
4 将 * 和 于 展开 为 Tayior 级 数 ， 并 记 zte, 的 系数 为 a 与 
м. 于 是 局 一 of/(% 一 20). МН Taylor 系数 的 Cauchy 不 
等 式 来 估计 分 子 , 并 用 А 为 《C。>) 型 来 估计 分 母 。 
用 M 记 maxie(s)1， 由 Cauchy 不 等 式 , 有 |а) < М/Н, 
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因此 15| < МСЧ Аи. 

再 估计 Taylor 各 式 На, ЖЖ 一 p 次 项 。 其 个 数 不 
ОТ 之 ак < Мер” (2/1), ЖИ 
с1С, теъ в 1. 

函数 хте 的 最 大 值 是 〈m/je)”， 所 以 рте 90 с", 
一 (2mfe)”". 所 以 当 1x| < ле 上 时， < Меш" > е7 


рта 


Мо" | (ей — 00), |А < Моб, соба 与 а, ғ, 8 无 
ж. к 

以 下 除了 函数 4 的 估计 外 还 需要 函数 4pe4 的 估计 ，, 后 者 的 定 
义 是 (ВА) (е) = (Аг), 

582 在 引 理 1 的 条 件 下 
тах |#(4=)| < пах [а (а) |6, 
убт 
这 里 正常 数 m 一 m(4) 与 ё, а, ғ 均 无 关 。 

马 先 从 以 下 的 注解 开始 。 

И АНН (С, 0). рн Е ИК 
с в 有 


№, — 1 САА, 


Е 


Ci 一 


аа. «о 时 , 可 取 ВА zp 当 
Гар 26 №, и 可 取 с. = 1/2. 
估计 Taylor НИ 
СА) | < УМСА А АКАК Ар, 
以 下 的 估计 和 引 理 1 的 证 明 一 样 。》 


р. 算 子 的 阶 


为 了 作 进 一 步 的 估计 ， 采 用 以 下 的 记号 很 方便 。 令 1 是 在 重 
圆柱 [21 < ”上 连续 ,在 其 内 解析 ,在 其 中 心 为 0 的 函数 。 
НА Л 
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Wh = snp МООИ. 
例 函数 1) = es КЙ 18|, БЕНИН. 
注 。 以 上 的 范 数 的 好 处 在 于 它 在 相似 变换 下 不 变 ， 对 任意 
的 放大 系数 X， 有 
ры 一 ВА. 
f ЗАЖИВО, ОАЗЕ, 
短 阵 等 等 。 
令 @ 是 上 述 范 数 类 上 的 生子 ?, 令 4， о, ВЕ, 0, 
жх нхо, т) 中 的 任意 5 和 《0,1) 中 的 s， ЖА 
М. <=, вй 
loc De < ИН, 
则 说 @ 的 阶 是 《ai; 010). 
我 们 将 记 此 关系 为 ФИМ, БИНЕ ФО) <. 
若 对 一 个 算 子 存在 常数 о, 8。 使 它 具有 阶 《4; a18)， 我 们 


就 说 它 的 阶 是 < (重要 的 是 。, 8 与 je (0, 1) 和 se (0, 1) 


вх). 

91 。” 芳 直 局 部 将 同调 方程 右 方 * 变 为 其 解 4 的 算 于 .车 {>} 是 

Е е о леа ЕТИ, 
ва, ВА-а. 

#2 ШАНИ н, н(е) 一 = 十 Ас), КИО 

н =»). 
考虑 变 为 8 的 算 子 人 G 
РО, вА 
ЕФЕ Cauchy 估计 可 得 以 下 不 等 式 : 当 |а| «ге 

做; 各 

0) 作用 在 不 同 ” 的 函数 类 上 的 筑 子 将 用 局 一 字 生 玫 示 , 只 要 在 函数 芽 的 空间 上 它 


们 是 相同 算 子 即 可 * 这 和 盘 常 在 分 析 中 的 作法 一 样 ; ЕЯ а ак, 
但 其 定义 域 可 变 、 


6213. 


188.181 < Ы, 1С — в 28). 69) 

着 А, < 2°, 6055, БАЖАУ. ВИЕ 

取 以 下 选 代 的 极限 为 g: 
8.08) = hlz — g(x)), go = 0, 

由 壬 缩 映 象 原 理 , 易 得 1z| < ”ce 一 时 的 收 伍 性 与 估计 式 2-1. 

例 3 ” 仍 用 例 2 的 记号 ,有 

ГЕТЕ 
ЧЕ, НЕ ЕХ, 
Вб) 一 Ф090) = As) — hls 2(+)). 
由 不 等 式 (1) 与 上 面 得 到 的 估计 ,有 
Пане < 1,27", 
当 Јаке? В, 
16) — ва) | < CB е7) |А," р 

注意 ， 用 我 们 的 记号 有 206, Р 车 ВЗЬ, ЬЬ, М 
<. 

现 将 上 面 的 记号 推广 到 几 个 函数 的 算 子 。 设 算 子 号 将 一 对 函 
数 „с 变 为 函数 5。 为 多 项 式 .我 们 将 记 

=«Ф(, 0), 


如 果 存 在 这 样 的 正 数 《a; po 所 )， 使 得 对 于 区 间 (0, Г) 中 的 任 
Жей (0，1) 中 的 任意 的 +， 不 等 式 

Ма», [1-2 < pln, 0087", 
成 立 ,这 里 只 要 уә", 10,69%, а ЖАНР а, 如 


re (0, 1) жоє (о, 2). 若 ло, =), № Фо, г), 


5). 
例 4 用 下 式 定义 算 于 3: 
(=) = пб — 8(3)) — (=), 
11 全 < 
АЛЛЕНА 2, 3 的 不 等 式 (1) 即 可 得 证 。j 
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Е. ал 


现在 明显 写 出 $28B 中 定义 的 余 项 及. 记 
На) = 2+ (=), На) = в ~ 80, 


出 定义 
R(x) = (НоАеН"*) (=) 一 4z 一 [а(ж) 一 Akls) + ph(Az)]. 
Пя К-К, + В+ К, Нн 
10100) 一 А(Б(а) 一 gC2)), Виж) = а(в — #(2)) — аба), 
Raslz) == BlAz 一 Леба) + а(х — 6(2))) — ВСА). 
为 了 以 下 便于 估计， 我 们 将 表示 为 三 个 变 元 В 和 и = Вод 
的 算 子 。 
引入 算 子 
С, СИЕТ) = 9 号 , Яо], [8]) бю) 一 az 一 8 ) 一 ae。 
用 此 记号 ,有 


В, ([81) — ACh — СЕРТ), 
R:([el, [61) = я а], ЄС), 
Ви], [а], 121) = 5 м], 1р, 
这 里 一 gz) — Абе — #(#)). 
以 wm Вол 代入 算 子 Ri 十 + В, ВЕНЕ 
Р([а], [41)。 令 8< 纪 (id 即 恒 等 算 子 ; 这 条 件 表示 站 的 导数 很 
小 ) 
估计 1 вт), Е а], (ВТ) -Кай, А0181, [а], 
)и(в- а). 
ЧА, БЕ 6280 з Е, ЖА, 9 ([41, [21-е 
见 例 4。 由 例 2, СОЕ) <, МЫ Ва], 121) ай. 
对 于 上 面 引入 的 v, 由 已 得 的 估计 6л, 有 ив в. М 
由 例 4 中 黎 子 号 的 估计 ,有 R,<w(h 十 а). р 
估 主 2 设 吕 为 解 出 同调 方程 的 算 子 。 则 由 
Ф(101) = RlLel, (Ца1)) 


= 


| 
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给 出 的 算 子 名 阶 为 2。 
看 由 $ 28 С 中 的 引 理 1,2, 3, 有 Ва, Вола. К л 
U(LaD. 
与 估计 1 比较 , 即 有 
RU([eD)<e, Ве], ОП) <, 
RAAU(Tal)oA, [в], (([а])) <, р 


в. 各 次 源 近 的 收效 性 


Siegel 定理 证 明 的 末 届 恰 和 $ 12 中 的 估计 一 样 。 
4 选取 以 下 数列 


Bs B= Bs Bh Oss 


а з 
Мо ў, М, = М," М. МІ, = ӘР, 
Жоу re os Ра етич ++, 


这 些 数列 下 2, № 和 ғ, 的 选择 决定 。 
取 负 这样 小 ,使 所 有 ”大 于 ro/2. 下面 讲 N 的 选取 。 
按 估 计 2, 存在 这 样 的 常数 a。 和 в, 使 得 
IRCL a], Иа уе < 181207, 
只 要 м < 2з, 
定义 аы = К([а,1, И([а,1)). № |||, М, = 67, 4 
л> 8 时 ,对 8 а, 应 用 以 上 不 等 式 , 我 们 得 到 
es М0 一 30 
М> 2а, 则 右 方 不 超过 М пы 一 382. 所 以 固定 NN 之 (8, 20) 
ЮР, а, Мо 一 85, ИБН); 将 有 [в], < М8. 
最 后 选 m。 由 条 件 ， 初 始 函数 m = а 在 坐标 原点 有 不 低 于 
二 阶 的 零点 。 所 区 ,在 点 * 一 0 的 某 个 邻 域 中 有 
14 (=) | < КІГ, 


й 


是 


由 此 可 知 
[а], < К. 
这 意味 着 对 充分 小 的 ros 条 件 Па С 90 З, ЕСЕЙ о, 
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ЭШТЕК 38，M,sr， 都 已 定义 ， 对 所 有 的 ғ, ЖА а, |, 
< м. а. ии А, ВИНИ, МЫ Н,о..-он,, Щ 
1zs{ < rof2 时 ,有 定义 ;而 且 当 s 一 oo 时 , 它 收 敛 于 极限 Н. ЖЖ 
验证 ,对 于 极限 的 微分 局 豚 有 HoAoH™ == л, р 
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第 六 章 “分校 的 局 部 理论 


“分 校 * 一 语 本 意 是 一 分 为 二 、 在 木 书 中 ， 它 被 广泛 地 用 于 表 
示 , 当 参数 变化 时 ,图 象 定性 的 ,拓扑 的 变形 ,所 研究 的 对 象 正 是 依 
赖 于 这 些 参数 的 。 这 里 说 的 对 象形 形 色 色 : 例如 可 以 是 实 或 复 的 
曲线 或 者 曲面 ,水 数 或 者 映射 , 洲 形 或 者 从 ， 向 量 场 或 者 微分 或 积 
分 方程 。 

如 果 对 象 依赖 于 参数 , 我 们 就 说 有 一 个 族 。 如 果 我 们 只 局 部 
地 研究 族 ,而 参数 只 在 其 定 值 的 邻 域 中 有 小 的 变化 ,就 说 对 象 在 相 
应 的 参数 值 处 形变 

在 许多 情况 下 会 发 生 这 样 的 事 ， 研 究 各 种 形变 都 归结 为 研究 
唯一 形变 而 其 余 的 都 可 由 它 得 出 。 这 种 形变 在 其 种 意义 下 是 最 夺 
富 的 ， 它 应 该 能 给 出 对 象 的 一 切 可 能 的 形变 ;我 们 称 它 为 遍 有 天 
855. 

本 章 主要 讨论 动力 系统 的 相 图 在 平衡 位 置 或 闭 轨 附近 的 分 枝 
与 遍 有 形变 。 


529. ЖЖ 


本 节 ， 我们 将 讨论 作为 分 村 理论 基础 的 一 些 一 般 的 “启发 性 ” 
想法 。 这 些 想法 基本 上 应 归于 Н. Роіпсагё 
А. 通 有 情况 与 小 余 维 数 的 奇异 情况 
在 研究 各 种 解析 对 象 ( 例 如 : 微分 方程 。 其 边 值 间 题 ,或 优化 
К) РЈ versal 一 词 的 试 译 , 它 是 从 "oniversal” 一 词 久 生 而 来 ,但 意义 又 路 
有 不 同 。 鉴 于 后 者 常 译 为 万 有 ?。 改 将 “Yersal” 试 译 为 * 沁 有 "以 正 于 读者 . 
— жа 
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Тајан, ТД ЭН НН. УЗИ, УРА А аа 
点 ,焦点 与 通 点 是 通 有 的 ;而 中 心 点 则 在 场 的 任意 小 摄 动 下 都 会 被 
破坏 . 

在 分 析 一 个 数学 模型 所 描述 的 现象 与 过 程 时 ， 研 究 通 有 的 情 
况 是 第 一 位 的 任务 ， 事 实 上 ,只 要 模型 有 任意 小 的 变动 非 通 有 的 
情况 就 会 变 为 通 有 的 情况 ， 而 宰 型 的 参数 通常 是 只 能 近似 地 确定 
的 


然而 也 有 这 样 的 情况 ， 其 中 自然 需要 研究 非 通 有 的 情况 ， 这 
就 是 ,研究 的 不 是 单个 对 象 (例如 一 个 向 量 场 ), 而 是 一 族 舍 有 某 些 
参数 的 对 象 

为 了 更 好 地 设想 这 一 点 , 卷 忠 一 个 函数 空间 (例如 向 量 场 的 空 
得 ), 其 点 即 是 我 们 的 对 象 ， 非 通 有 情况 
相应 于 此 空间 的 其 个 余 维 数 为 1 的 超 曲 
面 。 一 点 作 任 意 小 位 移 就 可 离开 这 个 超 
曲面 而 到 通 有 情况 区 域 .在 奇异 情况 下 ， 
超 砷 面 是 通 有 情况 区 域 的 边界 (图 103)， 
一 个 & 参 数 族 可 表 为 此 函数 空间 中 
в 1 的 不 维 流 形 。 例 如 单 参数 族 是 此 现 数 空 
间 空 间 中 的 曲线 (图 上 的 粗 线 ). 
函数 空间 中 的 曲线 可 以 穿 过 奇异 情况 超 曲 面 ， 若 这 个 穿 过 的 
“角度 非 0”( 模 截 ), 则 在 族 中 的 小 狂 动 下 , 穿 过 的 情况 仍 保持 : 所 
有 邻近 的 曲线 都 在 某 邻近 点 穿 过 青 界 情况 的 趟 曲面 (图 中 的 细 
=). 
这 样 ,虽然 族 中 每 个 单一 元 素 可 被 任意 小 摄 动 化 沟通 有 情况 ， 
但 不 可 能 使 疾 中 所 有 元 同时 为 通 有 情况 : 在 族 的 形变 下 ， 对 参数 
的 每 一 个 固定 值 ,可 以 避免 非 通 有 情况 , 但 对 参数 的 其 拨 近 值 , Е 
通 有 情况 仍然 会 产生 ， 
在 此 于 阔 空间 的 夷 异 情 况 超 曲 面 上 通常 会 有 琳 性 (例如 在 一 

个 起 曲面 与 男 一 个 相交 之 处 ， 这 相应 于 同时 发 生 两 个 赔 化 ( 见 图 

103). 在 研究 一 般 的 单 参数 族 时 , 可 以 忽略 奇异 情况 超 曲 面 的 这 
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ШЕНЕ, 事实 上 , 这 些 奇 点 集合 在 函数 空间 中 的 余 维 效 不 小 于 2. 
所 以 沙 数 空间 中 的 曲线 经 任意 小 报 动 后 即 可 离开 这 些 厅 点 而 在 通 
有 点 处 穿 过 而 异 情况 超 曲 面 .所 以 在 单 参数 炭 中 ,我 们 可 能 磁 列 的 
唯一 不 可 去 六 化 ， 是 相应 于 奇异 情况 超 砷 面 非 奇 点 的 晓 化 。 这 种 
晓 化 称 为 余 维 数 1 ОЗНА, БРЭС ЯСНЕ 1 的 赚 化 就 能 够 由 函数 
空间 的 任意 通 有 点 走 色 另 一 任意 通 有 点 ， 因 为 函数 空间 只 能 用 余 
维 数 不 大 于 АЖ 
在 穿 过 时 ， 我 们 一 般 地 必 在 余 维 数 为 1 的 暗 化 超 曲面 上 与 赔 
化 曲面 相交 。 研 究 余 维 数 1 的 奇 性 就 能 描述 发 生 在 与 这 些 曲 面相 
交 时 的 分 核 现象 
在 研究 通 有 的 不 参数 族 时 ， 只 有 余 维 数 不 超 过 于 的 嫉 化 不 能 
消除 。 所 有 其 它 晓 化 的 对 象 构成 此 函数 空间 的 余 维 获 大 于 不 的 集 
合 , 而 对 不 参数 族 作 任意 小 形 赤 就 可 仁和 天 它们 。 
赔 化 的 余 维 数 越 大 就 越 难 研究 ， 而 一 般 说 来 这 种 研究 用 处 也 
越 小 ， 只 有 在 我 们 关心 的 是 参数 族 ,而 不 是 个 别 对 象 时 ,研究 大 
余 维 数 记 的 奇 性 才 有 道理 。 这 时 ， 自 然 的 研究 对 象 就 不 是 个 别 对 
象 (例如 具有 复杂 奇 点 的 向 量 场 ) ,而 是 这 样 大 的 族 , 以 致 于 在 族 的 
小 形变 下 ,这 种 类 型 的 奇 点 不 会 消失 。 
Poincaré 的 这 个 简单 的 想法 说 明了 ， 在 微分 方程 理论 和 分 析 
的 其 它 领域 中 ,如 此 多 的 研究 都 是 毫 无 成 效 的 ,要 提 到 这 些 工作 是 
有 些 危险 的 .实质 上 ,关于 旷 化 情况 的 每 一 个 结果 都 应 该 同时 有 余 
维 数 的 计算 ,并 指出 这 种 赔 化 不 可 消除 的 族 中 有 些 什 么 分 校 现 象 、 
从 这 个 以 让 参数 族 的 研究 为 基础 的 观点 看 来 ， 我 们 总 是 可 以 
路 去 对 余 维 数 为 无 穷 的 嫉 化 的 研究 ,因为 对 任意 有 限 的 4, ЕЖА 
参数 族 只 要 作 小 的 摄 动 就 能 把 脱 它们 。 当 然 锐 化 情况 作为 摄 动 理 
论 的 容易 研究 的 一 级 近似 也 还 是 有 用 的 ， 


В. 插话 : 无 穷 余 维 数 情况 


有 了 时 也 必须 研究 无 穷 余 维 数 情况 。 例如 。Hamilton 系统 或 
具有 某 个 对 称 群 的 系统 就 构成 动力 系统 空间 中 的 无 穷 余 维 数 子 流 
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形 .在 这 种 情况 下 ,时 常 能 预先 把 函数 空间 缩小 ,使 所 研究 的 赔 化 
成 为 有 限 余 维 数 的 (例如 限制 于 Hamilton 系统 或 Hamilton 形 
=). 

然而 缩小 函数 空间 也 不 一 定 容易 做 到 。 例 如 考虑 偏 微分 方程 
的 边 值 问题 。 这 里 要 讨论 函数 空间 的 两 个 子 流 形 的 相交 ;， 即 解 的 
空间 和 满足 边 值 条 件 的 函数 空间 ， 这 两 个 流 形 的 维 数 和 余 维 数 都 
是 无 穷 的 ,分 析 这 个 情况 需要 区 分 不 同 的 无 穷 维 数 与 无 穷 余 维 数 ， 
条 件 " 按 某 个 指定 模型 作出 的 一 元 函数 为 零 "， 在 函数 空间 中 划分 
的 “( 无 穷 ) 余 维 数 流 形 "， 比 条 件 “ 按 指定 模型 作出 的 二 元 郑 数 为 
零 ”, 所 划分 的 小 . 

需要 这 样 来 计算 相应 于 核 和 余 核 (由 不 同 维 数 流 形 上 的 函数 
组 成 ) 的 无 穷 余 维 数 的 一 个 最 简单 的 问题 就 是 斜 徽 商 问题 . 在 球 
面 (包围 一 个 ” 维 球 体 ) 上 上 的 斜 微 商 问题 中 ， 在 球面 上 给 出 了 = 维 
包含 空间 的 一 个 切 向 量 场 ， 要 确定 一 函数 在 球体 中 调和 , 它 在 场 
中 方向 上 的 微 商 要 等 于 一 个 已 知 的 边 值 函 数 . 

例如 ， 考 虑 = = 3 的 情况 。 这 时 通 有 的 场 将 沿 一 光滑 曲线 与 
球面 相 急 。 在 此 曲线 上 还 有 奇 点 ， 即 场 切 于 曲线 之 点 ， 在 每 一 将 
点 附近 , 场 的 构造 都 是 标准 的 : 可 证 对 任意 * 和 通 有 的 场 ">， 在 每 
一 边界 点 附近 , 场 均 由 一 个 以 下 形状 的 式 子 给 出 : 

жд, 十 0, + + дра 十 Bhs Аа, 


这 里 Bi 一 起 * 和 而 且 在 边界 上 2 一 0 (ИС. М. Bamax[1])。 
斜 微 商 问题 显然 应 按 以 下 格式 提出 . 场 与 边界 相 切 的 流 形 、 
场 与 相 切 流 形 又 相 切 的 流 形 ， 把 边界 分 市 成 维 数 不 同 的 部 分 .在 
某 些 部 分 边界 上 应 该 给 出 边 值 条 任 , 在 其 它 部 分 上 则 相反 ,为 使 古 
典 解 存在 , 边 值 函数 应 满足 某 些 条 件 。 
尽管 对 倒 微 商 问题 已 作 了 大 量 研究 (特别 是 В. Г, Мазья 的 


1) 即 对 光滑 场 空 届 中 革 个 处 处 往 密 的 开 集 中 的 场 。 
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工作 , 在 他 之 前 还 有 MM. B. Малютов, Ю. В. Егоров 和 В. А. 
Кондратьев 的 共同 工作 )。 上 面 的 程序 也 中 在 2 维 ( 边 界 为 珊 局 ) 
时 , 才 得 以 实现 。 


C， 节 空间 


研究 通 有 的 《参数 族 的 分 校 ， 实质 就 是 研究 函数 空间 之 分 为 
若干 块 ,相应 于 不 同 的 赔 化 ,并 旦 略 去 余 维 数 大 于 的 赚 化 . 

为 了 吉 免 函数 空间 成 为 无 穷 维 ， 我 们 作出 一 种 特殊 的 有 跟 维 
逼近 的 工具 : АУС (jet) 一 词 是 Ebresmann 引入 的 》 

下 面 确定 一 下 以 后 要 用 的 名 词 与 记号 ， 本 段 和 下 民 的 结果 都 
是 完全 显然 的 。 

$ Е.М" Ме, 是 光滑 流 形 的 光滑 映射 不妨 设 MM 入 是 相 
应 维 Euciid 空间 的 区 域 ). 

定义 ”两 个 这 种 映射 称 为 在 M 上 的 * 点 


阶 相 切 (图 104), 如 果 WY 
он СУ), 09) — оо =» У), y~> х. я 
这 里 表示 某 Riemann 度量 ,显然 万 阶 相 急 Ем 
的 性 质 与 度量 ом. pn 的 选取 无 关 。 
车 两 映射 在 * 点 值 相同 ， 则 它们 在 * 点 я 1 


ОНИ, (КЕ НИЯ (Ае А ҺеҺ 
Вере). 

ЖХ 映射 1 在 x 点 的 + 阶 节 就 是 与 它 在 * 点 的 + 阶 相 切 
的 映射 类 。 

记号 

Яо = АА 

Ж АЛ, f(x) ЖК. 

在 对 与 上 的 * 与 К) ИНТА, 这 时 任意 接近 
于 了 的 映射 ,在 接近 于 > 点 的 有 阶 节 将 由 其 不 次 Taylor 和 式 的 系 
数组 定 出 ， 所 以 在 国定 坐标 系 以 后 ， 惕 阶 节 可 以 与 源 的 坐标 和 不 
次 Taylor 和 式 的 系数 组 等 同 起 来 . 
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` 例 ВУ ВОВЕ О 
给 出 ，y 一 <) 其 1 阶 节 由 《xs у, Р) НН, p 一 df/ de。 

ВУИ, БЛА, БЛИН 
地 . 

定义 同一 点 的 两 个 邻 域 中 的 两 个 映 庙 在 此 点 具有 相同 的 
全 , 如 采 它们 在 此 点 的 第 三 个 邻 域 中 蛋 合 (第 三 个 邻 域 可 能 小 于 前 
两 个 之 交 ). 

映射 在 一 点 的 芽 就 是 上 述 等 从 关系 下 的 等 价 类 

对 于 芽 也 和 对 于 疾 射 一 祥 , 可 以 定义 其 0 阶 节 , 1 阶 节 等 等 

考 坊 M 到 入 的 光滑 映射 (在 М 所 有 可 能 点 处 ) 芽 所 有 不 阶 节 = 
ме. 

ЖУ 。 由 M 到 的 映射 的 着 的 所 有 不 阶 节 集 合 称 为 由 M 到 
ВЫ КИН Е 

«М, МУ 一 м Зі ВА КНМ 

09 ЈЕ, R) ЖА» бе, у, р) 的 三 维 空间 ( 见 83)。 

ЖЕМ, М 有 自然 的 光滑 波形 构造 ， 事 实 上 ， 我 们 是 在 1 
上 一 点 ， 以 及 该 点 在 茶 肌 射 了 作用 下 在 六 中 的 象 点 附近 选取 举 标 
系 的 。 这 时 映射 了 的 不 阶 节 及 邻近 的 节 可 以 由 原 象 点 的 坐标 身 
射 在 此 点 的 Taylor 级 数 之 一 段 的 系数 组 给 出 ， 我 们 这 样 作出 了 
70И СМ, М) 在 此 点 附近 的 一 个 区 图 ,此 点 就 是 映射 了 的 
а. 

很 容易 计算 节 流 形 的 维 数 ， 例 如 ， 

АМ, N)= M XN, фа (М, М) = ам + Нам, 

не (М,№) 一 dimM + dimN + dimM dimN. 

有 自然 映射 

еМ, н) = (М, А), 

СЧ) 阶 节 定义 了 阶 节 , Н 4+ рт ЕНН 
切 )， 这 个 光滑 陕 射 是 一 个 纤维 化 。 我 们 得 到 纤维 化 所 成 的 链 

0 在 实 光滑 依 况 ， 考 虑 蒜 的 节 和 整个 M 上 正 射 的 节 都 是 一 样 的 ,因为 每 一 个 芽 祁 

ЕТК. АНЯ, ДИАНЕ НОБ АМЕ ТЕЕ. 
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Ал эл = М хм. 
每 一 个 纤维 化 的 纤维 都 微分 同 胚 于 线性 空间 。 但 当 丰 > 工时 没有 
自然 的 线性 构造 (高 阶 微分 没有 不 变性 ). 
流 形 Л 在 一 定 意义 下 是 由 M Я ММУ РУ 
空间 的 有 限 维 逼 近 。 


р 局 部 微分 同 暑 的 节 群 与 向 最 场 的 节 空 间 


ВИ М, м). 其 中 有 微分 间 胚 的 节 所 成 的 子 流 
形 . 这 个 子 流 形 不 是 群 ,因为 两 个 节 , 只 有 在 一 个 节 的 靶 是 另 一 个 
节 的 源 时 ,才能 相 乘 。 

在 M 中 国定 一 点 ， 并 考虑 使 此 点 不 动 的 所 有 对 的 微分 同 胚 的 
芽 , 它 们 的 不 阶 节 组 成 的 一 个 群 . 

定义 ”保持 х 不 变 的 M НИЛНИЯЮ АТВ, ЯК 
流 形 MM 在 点 * 的 局 部 微分 同 厌 的 * 阶 节 群 , 记 作 АСМ). 

я 局 部 敏 分 同时 的 1 Иры ВА, ЛМ") = СВ”). 

当天 > 1 时 5 可 得 更 复杂 的 Lie 群 ， 因 为 大 阶 节 决定 下 一 工 阶 节 , 故 有 
映射 的 链 


SA AM) = вы"). 
Заан Teylor 多 项 式 的 次 项 的 腕 射 ) 是 同 态 ， ЕВО 
ЗЕ. пете он 
9 若 Ко) + ах воин) ) (к) =й + (шодхАН ) „До )(х) 
зех хе 4 Б тойн), Dp 
流 形 M 上 的 向 量 场 是 切 从 рты -> M ВЕ, ВОН 
2:М 一 了 M ,使 下 式 成 为 可 换 的 
м —+тм 
<> | 2 
1 м. 


Е, ЯТУ ТЕ АКЕ БАЕ И. 
ЯМ А АЕ ТЕ АЕМ АТАС Е, ВНМЕ 
用 在 M 的 向 量 场 的 * 阶 节 空 间 上 。 
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ЗЕМ АОН ТЕЕ ГРЕЕ М НЕЙ А 
的 一 1 阶 节 空间 上 ;这 个 作用 是 线性 的 。 

例 Фуа аш … 是 0 点 的 局 部 微分 同 吓 的 2 阶 节 。 场 
oOD 一 和 十 sg 十 的 1 阶 节 的 象 可 由 下 式 给 出 : w(x) 一 + =, 
其 中 wr = верю, 一 виа" + да... 


二 将 方程 =) 用 坐标 ? 表 出 即 得 此 式 .。 № 


Е. ЖЕНЕ 


归结 为 通 有 形式 可 能 钼 的 证 明 , 常 赏 可 以 用 某 些 标准 的 (而 且 
是 显然 的 ) 横 截 性 定理 代替 。 下 面 将 给 出 最 有 用 的 横 城 性 定理 的 
提 法 与 证 明 概 要 。 横 裁 性 定理 主要 用 于 节省 力气 ; 在 每 一 个 具体 
情况 下 ,很 容易 证 明 相应 的 具体 论断 。 

定义 ”线性 空间 工 的 两 个 线性 子 空间 X 与 了 称 为 横 截 的 ， 
如 果 它 们 的 和 是 全 空间 : 


L=X+Y, 

例如 ,三 维 空间 中 两 个 交角 非 0 的 相交 平面 是 横 截 的 ,而 两 条 
直线 则 不 然 。 

令 4,B 是 光滑 流 形 ,而 C 是 B 的 子 流 形 (这 里 和 以 下 , 流 形 都 
指 无 边 流 形 )。 . 

定义 映射 НАВ 称 为 在 a 6 4 点 模 截 于 C， 如 果 : 或 
者 fo) 不 在 C 上 ,或 者 C 在 f(a) 点 的 切 平 面 和 4 在 < а 点 切 平面 的 
像 为 模 截 (图 105); 即 

ҺТ.А + ТоС = TuaB 


тие жу ин лав ат 
ғ С, АЕО Й 
с. 


例如 ,一 条 直线 嵌入 在 三 维 空间 中 , 当 
图 10 且 仅 当 与 男 一 直线 不 相交 时 ， 才 模 截 此 空 

间 另 一 于 后 者 。 
注 直线 到 平面 的 映射 可 能 并 不 模 截 于 平面 上 原 有 的 直 
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线 , 即 令 映射 的 象 是 原 有 直线 的 法 线 ( 


为 切 空间 的 象 与 象 的 切 空 


间 并 不 是 一 回 事 )， 
还 要 注意 , 若 1: 4 一 8B 横 截 于 C , 则 


СЕН 


子 流 形 ,而 且 它 在 4 中 的 余 维 数 等 于 C 在 了 3 中 的 
时 常 遇 到 这 样 的 情况 ， 即 C 不 是 光滑 子 流 形 而 是 有 奇 点 的 流 


2. 


定义 光滑 流 形 的 分 层 于 流 形 是 一 4 


的 原 象 是 一 光滑 
жа. 


互 不 相交 的 光滑 流 形 


《 层 ) 的 有 限 并 , 它们 适合 以 下 条 件 ; 每 一 个 层 的 闭 包 是 它 本 身 和 


一 些 低 维 层 的 有 限 并 。 


Я 设 C 是 三 维 空间 中 沿 一 直线 相交 的 两 了 


FE 面 的 并 ， 而 分 层 


将 C 分解 为 交 线 与 四 个 半 平 面 。 与 C 模 截 就 是 横 截 于 每 一 个 平面 


以 及 交 线 、 例 如 横 截 于 分 层 流 形 C 的 


交 。 


定理 。 设 4 是 紧 流 形 而 C В КНЕ 


线 不 与 C 的 奇异 和 性 直 线 相 


。 这 时 ， 横 蕉 于 


C 的 映射 产 4 一 В 在 所 有 充分 光滑 的 肌 射 4 一 了 的 空间 中 ,构成 
一 个 处 处 黎 密 的 开 集 (映射 7 的 近似， 定义 为 给 出 1 的 函数 及 其 


《直到 充分 高 的 ) ғ 阶 导数 的 近似 )。 


这 个 定理 称 为 弱 横 截 性 定理 。 它 的 结论 意味 着 ,通过 小 的 操 
动 可 把 不 横 截 于 其 个 固定 子 流 形 的 映射 变 为 


柄 截 的 (图 106)。 ЕНТ Е, 
小 的 摄 动 下 仍 会 保持 ， 


它 在 


帮 4 考虑 一 个 特例 了 为 线 钼 空间 : В", 


而 C 为 其 子 空 间 及 "4 


把 3 写 为 两 个 维 数 互补 的 子 空间 的 和 : 
в-с+0р, с 6,0 – В в 
СЕНО ЛОВЕН л, ЗЕН xof; 4 一 D.。 

КОЕМ В 不 横 截 于 子 流 形 C CB 时 , 才 
是 + 的 临界 值 ， 由 Зага 引 理 ($10)，D 的 几乎 所 有 点 都 不 是 肌 
射 xof ПЛАЧЕ, е 是 忆 中 的 点 ,但 不 是 xof 的 临界 值 . 令 


Сұ 
一 


图 106 
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(а) = Ка) 一 6 我 们 可 构造 映射 5:4, 它 模 截 于 C。 Я 
为 可 以 选 得 任意 小 ， 所 以 机 杖 映射 的 处 处 称 密 性 在 此 特例 下 得 
到 证 明 。 开 性 可 以 十 隐 函 数 存在 定理 得 到 。 一 般 情 况 可 以 化 为 这 
Мея. » 
注 “车 C 非 紧 , 则 一 般 说 来 ,“ 开 性 "需要 用 "可 数 多 个 开 集 
25'К. 

#1 ВЖЕ, СЛИНИ, АН. 

Я2 в, АЛЕН, C 是 4 的 切线 (不 包括 切 
К). ЖАТ С, 但 是 存在 着 任意 接近 的 不 模 蕉 映射。 

为 了 使 所 有 由 紧 访 形 4 到 В НАЧ" с 的 映射 构成 一 个 处 处 稠密 的 开 
集 ,我 们 只 需 将 С 的 紧 性 改 为 : 3 的 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 使 得 ( 邻 成 ， 邻 城 
ВЕЗЕТ (Ве, Re)， 或 微分 同 胚 于 ,CR+, 空 集 ). 

车 АЗЕ „ДГА ДНА ЕУ ЕИО. НТР т ВЕ 
ЯР А-8 的 邻 域 定义 如 下 。 在 节 空 间 АСА, В) Ск 为 任意 的 ) 中 ,出 定 一 个 
开 集 G6。 节 属 于 G 0С ВА 1148 ИВО НИН НОРА, ОД 
Зараз д АБ Е 

这 样 * 精 组 拓扑 中 两 个 映射 近似 的 概念 意味 着 这 两 个 映射 (及 其 任意 阶 
导数 六 在 无 穷 远 处 "可 以 很 快 任意 地 接近 ; ЯВ, ОНР /的 且 射 的 图 
象 也 位 于 的 邻 域 内 > 该 图 象 “在 无 穷 远 处 "任意 决 地 变 洗 。 

下 此 可 知 ， 精 细 拓 扑 中 序列 的 收敛 必 从 某 一 项 起 在 某 紧 祭 之 外 完全 重 
合 。 然而 某 一 映射 在 精细 拓 扩 的 任 一 邻 域 中 必 含 有 与 它 处 处 不 等 的 映射 。 

如 果 在 精细 拓扑 意义 下 理解 开 与 处 处 御 密 , 则 模 截 性 定理 对 非 紧 的 4 也 
成 立 (为 使 结论 中 的 开 性 为 真 , C 应 为 紧 的 ;或 为 满足 上 述 条 件 的 ). 

横 截 竹 定理 显然 可 以 推广 到 分 层 子 流 形 С. 但 这 时 定理 不 能 
保证 横 截 映 身 成 为 处 处 稠密 的 开 集 ， 而 只 能 是 可 数 多 开 集 的 处 处 
ие. 

ЗЕВАЯВЕРА РОЛАН КВА, АВЕ 
足下 面 的 补充 条 件 : ЭР ИКА ЛЕНА 
的 某 个 邻 域 中 横 截 于 邻接 于 它 的 较 高 维 层 。 

Я: 。 令 2 是 线性 空间 中 有 限 个 平面 的 并 ， 它 以 通常 方式 分 层 ( 例 如 
В 中 一 对 相交 平面 )。 对 R* 横 截 意味 着 对 包含 它 的 Ве, ЕЕ 
是 - 
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Я: ФСЕ © = у + Дас 划分 为 原点 和 两 个 
Е. ЖЕ, РЕЖЕ. 

#3. 令 C 为 R? 中 的 Whitey ФИТ у" = аха 107)7. ЖА 
В = > 0 的 部 分 是 映射 ВВ 一 пул 一 07р 一 пе 的 象 。Whitner 
证 明了 : (1) 在 小 摄 动 下 , 青 点 的 类 型 ( 除 相差 R: 与 R: 的 微分 同 耳 外 ) 不 
3; (2) 这 是 唯一 的 在 小 摄 动 下 不 变 ( 除 起 交 线 外 ) 的 由 二 维 到 三 维 流 形 的 
决 射 寄 异性 ,其 它 奇 民 狂 在 小 摄 动 下 都 会 分 型 为 几 个 这 样 的 奇异 性 ]。 由 对 
奇异 直线 * 一 y 一 0 的 措 截 性 得 不 出 对 接近 于 此 直线 的 曲面 正规 点 的 模 堆 
СОРИ х 一 0 模 截 此 直线 但 不 模 截 曲面 )。 


如 果 C 的 分 层 满足 以 下 的 条 件 : 
КИЯ => 模 截 高 维 层 ， 
册 可 如 下 得 出 对 整个 分 层 的 柄 鹤 狂 。 
《1 最低 维 层 是 光滑 的 ;可 应 用 通常 的 定理 。 (2) 在 最 低 
维 层 的 邻 域 中 ， 对 所 有 的 雇 和 接近 于 已 给 映射 的 所 有 了 映射 可 得 横 
截 性 3;(3) ”从 整个 包含 流 形 中 除去 最 低 维 层 的 鸳 域 之 闭 包 ,再 转 
到 下 一 个 维 数 的 层 。 
Я СВХ: В” 一 Re 的 空间 , C 为 韭 最 大 秩 算 
子 的 集合 ， 秩 为 7 的 算 子 构成 一 个 光滑 子 流 形 ， 在 8 中 余 维 数 为 
(т 一 +f) (п 一 r)。、 将 C 分 为 不 同 秩 算 子 的 流 形 ， 就 给 出 C 的 一 


О Жеф = 轴 ( 如 图 107 АВТ), 
2) 这 是 证 明 中 的 最 精微 处 * 并 且 用 到 解析 人 狂 . 一 一 英 译 者 注 
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个 分 层 ， 

映射 j:4 一 B 是 由 Re 到 Rs 的 线 幅 算 子 让 。 它 光滑 地 依 束 
于 4 中 之 点 (作为 参数 )。 流 形 4 称 为 此 由 的 基 。 横 蕉 性 定理 立即 
给 出 以 下 的 结论 ， * 

推论 ех = 的 光滑 抱 阵 让 空 间 中 。 横 蕉 于 非 最 大 秩 气 
阵 的 分 层 流 形 с ИЕ. 

特别 是 相应 于 秩 为 > 矩阵 的 参数 ,对 于 通 有 的 凤 ( 即 对 族 空间 
中 可 数 多 个 开 集 的 处 处 稿 密 交 中 的 旋 ), 在 旋 的 基 中 构成 一 个 余 维 
数 为 (m 一 r)(s 一 +) 的 光滑 子 流 形 。 

例如 ,在 2 х 3 矩阵 的 五 参数 通 有 类 中 ,在 参数 空间 的 一 个 三 
维 光滑 子 流 形 上 秩 下 降 为 1, 而 在 参数 空间 的 任 一 点 上 均 不 为 0; 
着 对 一 已 给 典 不 是 这 样 , 则 用 任意 小 的 形变 可 把 它 变 成 通 有 的 淡 ， 


Е. Thom ЕЕ 


Thom 横 截 性 定理 是 弱 横 截 性 定理 的 推广 , 其 中 节 空间 的 子 
波形 起 了 子 波形 c 的 作用 。 

对 每 一 个 光滑 映射 产 M 一 N ,我 们 都 可 作 它 的 “大 阶 节 扩张 
м — Ам, м), Ка) == ЛО) ( 即 对 一 点 xEM, 作 f 在 * 的 
к). 

жа 令 C 为 空间 (М, м) 的 子 流 形 , 则 不 阶 节 扩张 模 
ВТС ЕМ МНЯ А Ан ЗП Е ЕНА 
у ЕВЕ ЕТ ЗЕ, 

а ЛУ ИФ ЕН 
任意 子 流 形 为 通 有 的 ， 即 令 对 任意 有 限 阶 导 数 加 上 的 任意 条 件 也 
如 此 ， 

Е 令 &= 0 ,就 可 由 上 定理 得 能 横 蕉 性 定理 .但 由 弱 定理 走 
接 得 不 出 强 定理 ,理由 如 下 : ЧЕН М -> 内 而 得 一 接 
近 j 模 截 C 的 映射 ,但 一 般 地 , 它 不 是 由 MM 到 入 映射 的 阶 节 扩张 . 

Thom 模 鹤 姓 定 理 指出 ,可 以 在 较 小 的 形变 类 中 作 模 截 形变 : 
可 以 限于 在 多 阶 节 扩张 空间 中 作 多 阶 节 扩张 形变 ,而 不 必用 M 一 
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Е о р: АЕ 
ВЕНА ека а, 但 м Л 的 一 般 切 口 不 
变 ) 不 影响 横 截 性。 

4 定理 的 证 明 的 实质 是 好 结 为 Sard ЗН ОВЕН 
一 样 ， 基 本 的 差别 在 于 : ”不 是 在 映射 - 1 一。 的 类 中 作 横 截 
形变 ,而 是 在 更 广 的 多 项 式 形 变 类 一 1 十 ac: 十，… 十 ser 中 
作 ,这 时 в: 是 次 数 不 高 于 多 的 一 切 可 能 的 向 晤 单项 式 。 

引 理 1 ”考虑 光滑 流 形 4 与 的 直 积 到 光滑 流 形 B 的 光滑 
映射 F;:4X Е-В. 

把 看 作 是 由 4 到 的 映射 类 р. в 是 B 中 的 点 视 为 Fe & 
数 。 若 王 横 截 于 下 之 子 流 形 C， 则 相应 于 的 类 РАВ 中 
几乎 所 有 元 都 寞 截 于 С. 

ФЭ РС), НИЖЕ, БЕАХЕЩТИЮ. ЖИ 
它 洛 4 到 EE 的 投影 ЕН бага 定理 几乎 所 有 值 均 非 临 界 值 。 令 。 
为 非 临 界 值 。 这 时 FF, ЖАР С НХ РВ С, Ах МВТ 
ЕС). > 

3882. 令 f 为 Re ЯК" 的 光滑 映射 ， 在 R" 与 В" 中 国定 
坐标 系 ,并 考虑 由 直 积 В" х Ве 到 映射 的 不 阶 节 空间 СВ", К) 
ЕБ а 


(а, 8) > (А), 

Р-ев + ве есе, 是 хе В” АК 
超过 不 次 的 单项 式 和 和 R， 的 基 疝 量 的 一 切 可 能 的 缚 积 ， 

这 有 映射 没有 临界 点 (从 而 覃 蕉 于 不 阶 节 空 间 的 一 切 于 波形 ). 

4 Л 中 的 坐标 就 是 *e в” 的 坐标 以 及 节 在 此 点 的 次 数 直 到 
& 在 内 的 Taylor 系数 。 适 当选 取 系数 &.，:**，s,， 可 使 向量 多 
项 式 ве, 十 …' 十 ве, 在 事先 指定 的 任意 点 具有 任意 率先 指定 
的 (直到 多 阶 在 内 的 ) Taylor 系数 。 由 此 立即 可 每 引 理 。P> 

令 C 为 B 一 人 R", Ке) 的 光滑 子 流 形 。 将 引 理 1( 其 中 , 令 
А-В", Е = Ке, Р(х, в) = Й.) 用 于 引 理 2 Я. ВЕ 
1， 对 几乎 所 有 的 в, НАЯ Е. = FL- , в) ТС. 8 充分 小 ， 
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即 得 (在 В” 的 任意 有 限 部 分 ) 任 意 接 近 f 的 映射 1:R” В", 
ИТУ С. 这 样 ， 由 局 部 构造 过 渡 到 整体 构造 (即将 
R", М, М) 将 不 会 产生 任何 麻烦 。> 


С. й: 向 量 场 复杂 有 点 的 分 解 

作为 寞 截 性 定理 的 应 用 ， 我 们 考虑 通 有 的 向 量 场 会 有 什么 样 
的 奇 点 这 一 问题 。 

И Е 
线性 部 分 算 子 是 非 赔 化 的 。 

出 横 截 性 定理 可 得 

推论 ”在 紧 流 形 上 的 光滑 向 量 场 的 函数 空间 中 ， 一 切 仅 共 
有 非 电 化 奇 点 的 (从 而 为 孤立 的 ) 场 ,构成 一 个 处 处 稠密 开 集 ,。 

看 奇 点 是 向 量 场 的 0 阶 节 空 间 的 一 个 光滑 流 形 《0 切口 ) 的 原 
象 。 奇 点 的 非 赔 化 性 意味 着 场 的 0 阶 节 扩 张 模 截 于 此 流 形 。 隐 
这 样 ， 旷 化 奋 点 在 任意 小 振动 下 将 分 解 为 非 晓 化 的 奇 点 。 
Я в-а: 
е0, уу, 
在 所 动 二 一 好 一 sy 一 一 ?下 , 驻 点 - 结 点 分 解 为 两 个 奇 点 : 一 
个 鞍点 和 一 个 结 点 。 

这 样 , 便 产 生 了 一 个 问题 ， 在 小 摄 动 下 ,已 知 奇 点 能 分 解 为 多 
少 个 奇 点 ?正如 常 有 的 那样 (例如 在 代数 方程 理论 中 )， 这 问题 可 
以 自然 地 在 复 域 中 得 到 解决 。 

定义 ИДЕИ СО ЕО 
ха. 

注 ”严格 地 说 , 重 数 定义 如 下 ; 0) ИжиЕНСНИА ЗЕЯ, 
Вай: (2) 这 个 邻 域 决 定 摄 动 的 大 小 ; (3) 对 摄 动 后 的 场 计 算 该 已 知 点 
邻 域 中 的 毒 点 个 数 。 

下 面 ,我 们 将 以 Newton 图 的 语言 来 给 出 奇 点 重 数 的 公式 (A. 
Г. Кушниренко; Д. Н. Бернштейн: А. Г. Хованский). 

令 ых" НЕ 4,:… x。 的 标量 形式 军 级 数 《x” 一 
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条)。 考 虑 具有 非 负 坐标 mx 的 整数 格 点 的 封 限 。 

ВЗР 24. 

定义 ”级 数 f 的 文集 ,是 使 如 二 0 的 mw 的 集合 , т Є 2110 
作 

suppj = {т Є 23:3. з= 0}. 

定义 ”对 级 娄 f 以 支 集 为 顶点 在 R; 中 作 平 行 于 下 的 实 
线性 空间 中 的 卦 限 ， 这 些 卦 限 并 集 的 酒 包 称 为 1 的 Newton 多 
面体 ,并 记 作 

厂 一 十 esupPi) 并 集 的 凸 包 ， 

车 一 个 Newton 多 面体 与 一 切 坐 标 轴 均 相 交 , 则 称 它 为 适当 的 。 

定理 。 设 有 4 个 适当 的 Newton 多 面体 Г, Г, 考 
ЖНЕЙ „д/д 十 … 十 v.08/6zx., 分 最 ms 的 Newton 
多 面体 好 Г, 06, Г, 这 时 向 最 场 的 奇 点 0 的 重 数 # 不 小 于 下 
面 定义 的 Newton 数 УГ, +++» Г,), 而 且 对 几乎 所 有 的 分 量具 
有 已 给 Newton 多 面体 的 场 ( 即 在 分 量具 有 已 给 Newton 多 面体 
的 场 空间 中 ,除去 一 个 超 曲 面 外 的 所 有 场 ), 二 者 相同 . 

ж 多 面体 的 适当 性 条 件 并 非 限制 ,因为 可 以 证 明 , 只 需 加 上 充分 高 
次 的 项 就 可 以 不 改变 重 数 (只 要 重 数 有 限 ) 而 使 它 适 当 。 

为 了 定义 适当 的 Newton 多 面体 组 的 Newton 数 ,我 们 需要 
混合 体积 的 概念 . 

设 了 为 适当 的 Newton 多 面体 . 我 们 用 VCT) 表示 ,在 正 封 
ЖЕ; 中 , 界 于 原点 和 多 面体 T 的 边界 ( 非 止 ) 区 域 的 体积 。 

$ Г, Г, 为 两 个 适当 的 Newton 多 面体 ， 其 算术 和 ( 即 Г, 
与 Г, 一 切 向 量 的 和 所 成 的 集合 ) 记 为 Г, 十 卫 ， 此 和 也 是 适当 的 
Newton 多 面体 。 

这 样 ,适当 的 Newton 多 面体 组 成 一 个 可 交换 半 群 。 由 此 半 
群 ,可 用 通常 方法 ,作出 一 个 群 ( 称 为 Grothendieck 群 ): 其 元 素 是 
Newton 多 面体 的 形式 差 Г, 一 P， 而 且 定 义 ,; 当 县 仅 当 Г.Г 
ПН, Г Г - TI. 

所 作 的 群 也 定义 一 个 实数 域 上 的 线性 空间 ， 若 2 为 正 数 ， 则 
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定义 АГ 为 由 T 作出 的 以 0 为 中 心 。 НЕКИЕ 
体 ， 体 积 VCT) 可 唯一 地 拓展 到 此 线性 空间 上 而 成 为 一 个 # 次 形 
式 (这 个 不 甚 显然 的 事实 留 给 好 亲 的 读者 作为 综 习 )。 

每 一 个 = 次 形式 都 可 唯一 地 表 为 一 个 对 称 的 * 线性 形式 在 其 
变 元 重合 时 的 值 ;例如 

а = аба = Б, аё = ((а tb) — a PF)/2. 

定义 ЯЛЫН СТ, --, Г.) Д (Minkowski) 体 
积 , 即 此 对 称 x- 线 性 形式 在 (T，.…,T,) БИН, З ВЕ 
式 当 了 一 … = Г, = ГУ, УСТ). НАЖЖИИЕ УСТ, 6 
г.). 

# 在 平面 情况 ,，* 二 2， 且 СЪ г.) 的 混合 体积 Сг, г.) 一 
(ИГ: + za) (Га) — И(Р,)]/2.. 

定义 。 Newton 数 xn 5-5. Г.) 定义 为 

(Гир TD == (Г, е, ГА), 

Я О ЯМЯТ, Гь г. ВАХ, г, ЗНАЯ (4,0), 
(0,6,);Р, ЗЕЕ Са,,0),(0,5,) ЖЕ, УГ, Г.) = mia(o1bss0sb1)， 因 此 
Вал 


в = (06,3046). 


$30. 依赖 于 参数 的 矩阵 和 减 量 图 的 奇 性 


我 们 这 里 来 考察 线性 空间 自 同 态 族 的 标准 形式 问题 ， 作 为 研 
帘 向 量 场 的 奇 点 分 枝 的 预备 。 


А. 含 参数 矩阵 的 标准 形式 问题 


若 一 矩阵 有 重 轩 有 值 ， 则 化 它 为 Jordan 标准 形 是 一 个 不 稳 
定 的 运算 。 事 实 上 , 若 矩 阵 有 重 固有 值 , 则 任意 小 的 变化 都 会 改变 
其 Jordan ЖЖ. 所 以 若 只 是 近似 地 知道 一 个 矩阵 ， 则 在 有 重 
有 值 时 ,将 它 化 为 Jordan 标准 形 实际 上 是 不 可 能 的 。 这 样 作 
也 是 不 必要 的 ,因为 通 有 的 矩阵 没有 重 加 有 值 . 
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ПЕ САН г ЗАВЕТЕ НИХ, СЕР 
值 的 出 现 不 可 能 用 小 摄 动 来 消除 。 这 时 虽然 可 以 把 族 中 每 一 个 单 
独 的 和 矩阵 化 为 Jordan 标准 形 ， 但 这 个 标准 形 以 及 化 约 时 所 用 的 
变换 都 是 睐 路 地 依赖 于 参数 的 。 

于 是 出 现 了 一 个 问题 ， 一 个 光滑 (为 确定 起 见 设 为 爹 纯 地 ) 依 
赖 于 参数 的 矩阵 族 ， 可 议 用 光滑 (全 纯 ) 依 赖 于 参数 的 坐标 变换 化 
为 什么 样 的 (最 简单 的 ) 形 状 呢 ? 

把 # 阶 复方 阵 集 全 看 成 r 维 线性 空间 。 矩阵 的 相似 关系 把 
整个 空间 C" 分 解 为 一 些 流 形 (线性 群 的 轨道 ): 若 两 个 矩阵 有 相 
司 的 大 有 值 与 相同 的 Jordan 方块 的 阶 数 ， 则 它们 处 在 同一 轨道 
上 ,由 于 固有 值 的 关系 。 这 个 分 解 是 连续 的 。 作 为 一 个 粗糙 的 模 
型 ， 可 以 想像 三 维 空间 分 解 为 流 形 а у — а С 的 分 层 (图 
108). 

和 握 阵 族 可 由 族 中 参数 的 空间 到 矩阵 空间 С” ЯН. 
事实 上 ,我 们 可 以 从 所 有 的 和 矩阵 族 中 , 选取 到 
一 些 族 ， 其 它 族 只 要 通过 一 个 光滑 依赖 于 参 
数 的 坐标 变换 (以 及 参数 的 光滑 变换 ) ， 就 可 
归结 于 它们 .这 些 族 称 为 遍 有 形变 (精确 定义 (2 
见 下文 ) .参数 个 数 是 尽 可 能 最 小 的 这 有 形变 
称 为 最 小 遍 有 的 。 

所 以 ， 最 小 记 有 形变 就 是 具有 参数 个 数 2 108 
尽 可 能 小 的 标准 形式 ， 而 在 化 约 到 它 的 过 程 中 可 以 保持 对 参数 的 
光滑 依赖 竹 . 

Я ” 若 一 个 对 角 和 矩阵 的 一 切 男 有 值 均 互 异 ， 则 可 取 所 有 对 
角 矩 阵 族 ( 以 固有 值 为 参数 ) ,为 其 最 小 遍 有 形变 。 

下 面 给 出 任意 矩阵 的 最 小 遍 有 形变 . 


B， 遍 有 形变 


定义 ”和 矩阵 旋 就 是 一 个 爹 纯 映 射 4: 4 一 C" 为 .4 是 某 参 
数 空间 C! 中 原点 的 邻 域 ， 族 4 在 0 点 的 次 称 为 矩阵 4(0) 的 形 
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%. 
矩阵 4(0) 的 形变 4 称 为 等 价 于 其 形变 4, 如 果 存 在 单位 答 
阵 的 形变 C ,使 得 
A = COANCOH 
令 p:(M ,0) 一 《4,0) 为 一 全 弛 映射 (MCC”, 4CCD)。 
жх Ане РИН" 
(ф*А) (в) = 4($(и)), — иЕеМ. 
Е: 40) 的 诱导 形变 w*4 也 用 上 式 定义 . 

定义 Е 的 形变 4 称 为 饥 有 的 ,如 果 4, 的 任 一 形变 
4 均等 价 于 4 所 诱导 出 的 形变 ， 遍 有 形变 称 为 万 有 的 ， 如 果 诱 导 
ИНН 唯一 决定 . ИОН, 如 果 参 数 空间 
的 维 数 对 于 遍 有 形变 是 最 小 的 。 

90 ЖЖ (а), om 是 彼此 互 异 的 ， 
是 形变 参数 。 则 此 矩阵 是 矩阵 (ww) 的 遍 有 、 万 有 与 最 小 遍 有 形 
%. 

一 切 矩 阵 的 族 C” 是 此 族 中 尾 一 矩阵 的 * 参数 遍 有 形变 . 然 
而 一 般 说 来 它 既 非 万 有 的 又 非 最 小 遍 有 的 。 

下 面 的 定理 给 出 任 一 矩阵 的 最 小 遍 有 形变 的 维 数 . Ф в, 表 
А) 的 固有 值 ，mm(o) 22 (он) 22 +5. 表示 а 所属 Jordan 方块 
的 阶 数 (从 最 大 的 排 起 ). 

定理 1 短 隆 4 和 4 的 遍 有 形变 参数 的 最 小 个 数 是 


У) (р) + зв (о) + та) + 0], 


最 小 遍 有 形变 选择 的 方法 很 多 . 特别 地 ， 以 下 定理 所 讲 的 三 
个 标准 形式 都 是 化 为 上 三 角 Jordan АРКИ. 
定理 2  - 令 4 为 由 C" 到 C" 的 线性 算 子 族 ， 且 它 全 纯 地 依 
赖 于 参数 лес, 假设 当 参 数 4 ВО и, 40) 的 画 有 值 为 
ws 相应 Jordan 方块 的 阶 数 是 
п.о) 2 в (вы) 之 
这 时 必 存 在 C" 上 的 全 纯 依 赖 于 参数 2 的 基底 《4 在 加 的 某 
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部 域 中 变动 ), 使 4(2) 在 其 中 是 分 块 对 角 和 矩阵 , 形 如 
%-+ В(2), 
4 是 算 子 А05) 的 上 三 角 Jordan НЕ, В) ВОН, 
其 各 块 相应 于 4 的 各 个 固有 值 . 

相应 于 固有 值 mw 的 方块 В, 的 元 素 ， 除 在 图 109 上 所 标的 位 
置 外 全 为 0, 而 在 这 些 位 置 上 是 1 的 全 纯 函 数 . 


жа 
Е ЕН SR 
а) 


5) 
图 109 
图 109 上 给 出 了 三 个 标准 形 .前 两 个 非 零 元 素 个 数 为 ma(ez) 十 
Зао) +В МАЕ — ЕН ЖД В, 的 这 些 已 标 出 
的 元 为 独立 的 , 即 得 如 的 最 小 遍 有 形变 ; 三 个 情况 下 独立 元 素 个 


ЖЖ >) [m(er) + за (а) 十 …]。 前 两 个 标准 形式 的 优点 在 


于 其 中 非 0 元素 个 数 最 小 ， 另 三 个 形式 的 优点 在 于 遍 有 形变 与 要 
应 轨道 的 正 交 性 (在 矩阵 按 元 素 计算 的 数量 积 的 意义 下 )。 


С. мнения 
本 设 4:4 一 0” ВИ: 4 一 4(0) 的 全 参数 4€ 4 的 形变 ,而 
НЛО) ВТ (如 在 坐标 的 线性 变换 群 作用 下 的 轨道 ) C, 设 形 
变 参数 的 个 数 为 最小 ( 即 等 于 轨道 在 一 切 挎 阵 空间 Се" 中 的 余 纹 
教 ). 这 种 形变 称 汶 最 小 横 稚 形 变 。 
Е: У с А 
ЖЕНИ 51, ЕТЕ 
定义 Же 的 中 心 子 即 一 切 与 паа НА, 18 
作 : 


" 237 • 


иж {011и и] = 0}, [а 0] == во — ги. 

任 一 # 阶 第 阵 的 中 心 子 都 是 # ИЕР] C” 的 线性 子 空 
间 。 

令 Z 为 和 的 中 心 子 .过 单位 矩阵 作 非 赔 化 矩阵 空间 中 的 光 
НН, ват 。 十 Z， 其 维 数 即 中 心 子 的 余 维 数 《 亦 即 可 
能 的 最 小 维 数 ). 

记 此 曲面 为 P, ЕН. ВЫ 

ФР х 4 一 G Фр. д) ~ РАО)р", 

引 理 2 ”映射 8 在 (ce,0) 邻 域 中 是 到 (C"，4o) 上 的 局 部 
5н. 

为 证 引 理 2 ЗЕ ЕН ЧЕВЕР] C" 的 
映射 由 : 由 (B) = БАБ, 

12 由 在 单位 入 阵 处 的 导 映 射 即 4 的 交换 子 : 


(et ви) 40е + ви) = № [8 а] + р 
в 1° 可 得 

2° м р РЕ РУНА фос Т 
ирон, 

dimZ 一 dimA, аноР = dimC. 

现在 在 空间 С" 中 引入 Hermite 数量 积 《4, В) = (4В*), 
ДНЕ В* в ЕВА. 相应 的 数量 平方 即 和 矩阵 元 素 模 的 平方 
ж. 

383 С" 和 点 的 切 向 量 吾 当 且 仅 当 [3*:41 一 0 时 
НЯ 和 4 的 轨道 . | 

人 轨道 的 切 向 量 是 可 以 写成 【X。 4] КОНИ, В 正 交 于 轨道 
表示 对 任意 X 有 《[X, 如 ], В) 一 0。 换言之 ,对 任意 和 有 

Om tr([X,A0]B*) = tr(XANB* 一 AoXB*) 
= (14, B*]X) — 14, B*], Х). 

由 于 不 的 任意 性 ， 这 个 条 件 等 价 于 【46,8*] 一 0。 于 是 引 理 得 
证 ， 矩阵 轨道 的 正 交 补 可 由 其 中 心 子 转 置 共 记 而 得 。> 
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已 化 为 Jordan РЖ. ДВ 
阵 只 有 一 个 固有 值 与 一 吕 上 三 角形 Jordan РАЗИНА т> 
Я > .... 

引 再 4 。 图 110 形 的 矩阵 ( 且 只 有 它们 ) 与 4. 
по 上 每 条 鲜 线 表示 一 列 相等 的 数 ， 

斜 线 个 数 就 是 中 心 子 的 继 数 .。 UN 

< 引 理 4 可 以 由 直接 计算 交换 子 而 得 。 [A 
( 见 Ф. Р. Гантмахер [1], 199—207 Ш). > СА“ 
шара «прини л, 的 中 心 子 的 维 数 БЕ 
( 即 轨道 的 余 维 数 或 遍 有 形变 的 最 小 可 能 维 
数 ) 可 由 公式 2= т +3» +5 + --. № 图 Ш 
出 


980 如 有 若干 个 固有 值 , 则 可 将 如 分 为 若 寺 方 块 而 根 应 
АНЯ. 这 时 与 入 可 换 的 第 阵 将 为 对 角 分 块 失 阵 而 
对 每 一 个 相 蜡 的 固有 值 均 有 一 个 形 如 图 110 所 示 揭 方块 。 所 以 中 
心 子 维 数 ( 亦 即 轨道 余 维 数 或 最 小 这 有 形变 的 维 数 ) 可 由 前 述 公式 
对 相 异 的 固有 值 求 和 而 得 . 

事实 上 ,dx 是 同 维 数 空 间 的 线 福 映 射 , 所 以 核 的 维 数 等 于 象 
的 余 维 数 。 

ЯЖ2 ВЕ. Фот (е, 0) 点 对 的 导数 是 $s 而 对 1 的 
导数 是 4s*。 由 上 所 证 ， 这 些 算 子 分 别 将 P 在 < 处 与 4 在 0 处 的 
切 空间 同 构 地 映 为 维 数 不 变 而 彼此 模 截 的 空间 (对 于 Р 是 轨道 C 
在 和 丸 处 的 切 空间 ， 对 于 4 是 横 截 于 此 的 空间 ). 所 以 甸 在 (e, 0) 
的 导数 是 я? 维 线性 空间 的 同 构 ， 由 反 遂 数 定 理 , Ф 是 局 部 微分 同 
Ж. р 

蛋 理 1 的 证 明 ， 本 视 疡 ,2 为 点 Ф(р. 4) 的 坐标 。 令 4": (М, 
0) — (С", 4) 是 外 的 任意 形变 ，# € M 为 形变 参数 。 由 公式 
Ф(и) = (4 (№), 定义 а= (н), 并 设 BCp) = РСА (р). 
于 是 (а) 一 ВФ) В р), ЖЕ, 即 证 得 形变 4 的 遍 
же. 
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这 个 形变 基底 的 最 小 性 是 显然 的 、 知 
可 以 取 形 如 刀 + 引 的 矩阵 族 为 矩阵 4 的 模 截 形变 , НВ 


属于 上 述 的 矩阵 № 轨道 的 正 交 补 。 我 们 这 样 得 到 了 矩阵 4 的 最 


小 遍 有 形变 、 


ЗА 为 只 有 一 个 国有 值 时 , 甜 阵 B 形 如 图 109 的 《c)， 每 


一 条 斜 线 上 是 一 列 相等 的 数 ， 参 数 的 个 数 等 于 斜 线条 数 并 由 上 面 


的 公式 给 出 . 


ЗЕ В ПН ЕЕ, ПРМ ИВ. 


使 其 中 非 零 元 的 个 数 最 小 (等 于 参数 个 数 ). 为 此 在 中 心 于 中 取 一 
基底 : ”对 图 109(e) 电 的 每 一 任 线 作 一 个 0-1 拭 阵 而 使 1 全 在 该 
ва. 


ЗЕ ЯЗ" ДОВРАНОВ ЕЯ 0: ТА 109 的 


5 РЕДОТ Эр ПОСА 314), 因此 ， 为 了 得 
到 横 截 于 轨道 的 族 4 十 В, ЯНВ КАЮ В: 在 图 109 
(с) 的 每 一 和 斜 伐 上 ， 有 一 个 独立 参数 占据 一 个 位 置 而 其 余 位 置 为 


0. 


可 以 在 每 一 筑 线 上 取 任 一 位 置 为 非 零 元 . 例如 $530 В 的 定理 


2 的 选 法 就 是 合适 的 。 


р. 


例子 
我 们 用 一 个 上 三 角 Jordan 婚 阵 的 各 方块 的 行列 式 的 积 来 记 


12. 例如 到 表示 2 阶 Jordan 方块 , ax 表示 一 个 2 X 2 矩阵 , 见 
单位 矩阵 的 倍数 ， 


330 B 的 定理 中 的 第 -个 标准 形式 导 由 下面 的 最 小 遍 有 背 


=. 


(8) 二 阶 Jordan 方块 过 的 遍 有 (与 万 有 ) 二 参数 形变 ， 


(2 2+6, а). о 


С) 二 阶 数量 矩阵 оа 的 遍 有 (但 非 万 有 ) 四 参数 形变 ， 
еа 0 а 2 
( 0 „) Ы 和 1) 
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(<) Jordan 方块 吧 的 遍 有 与 万 有 三 维 形 变 : 


о то осо 
( а + 0 中 
оо а ль 


(9) ЖЕ оо 的 遍 有 五 参数 形变 ; 


ого о 0 0 
оо + лы дд } 
оба м 0 5 


例如 ,所 有 在 参数 为 零 时 是 Јога: У ПЕН, Ч 
参数 取 近 于 零 的 值 时 ， 可 化 为 标准 形式 ©», 其 д. 和 ;是 参数 的 
ей. 

тазе аня чонан, 上 面 作出 的 
标准 形式 使 我 们 能 限于 考虑 特殊 的 族 、 即 最 小 遍 有 形变 分歧 图 
的 构造 问题 就 是 一 个 问题 


Е. 分 枝 图 


我 们 将 把 参数 空间 4 ЕНЕ АО Jordan 型 的 分 划 ， 称 为 矩阵 
族 的 分 核 图 、 甜 阵 族 就 是 由 参数 空间 到 矩阵 空间 的 映射 4: 4 一 
С", 因此 为 了 研究 分 校 图 应 该 研究 一 切 矩 阵 的 空间 按 矩 降 的 дог 
dan 型 划分 。 在 这 个 划分 中 , 我 们 把 Jordan 方块 维 数 相同 而 只 
是 男 有 值 大 小 不 间 的 矩 降 放 在 一 起 ， 因 此 所 得 的 划分 是 矩阵 空间 
的 有 限 分 层 。 

这 个 分 层 的 每 一 个 层 由 Jordan 方块 的 维 数 的 组 (i) > 
т) 之 … 决定 , п 这 里 共有 ?个 组 ， 它 们 相应 于 ”个 不 同 的 恩 
НЕ (1 <; <), 这 种 层 在 G” 中 的 余 维 数 “ 比 相 应 轨道 的 余 
维 数 少 相 异 固有 值 个 数 , 即 少 >: 


< 一 4 一 2 一 2 [ni) + зи) + — 1], 
ті 


注意 单 特征 和 根 在 此 和 中 相应 的 项 为 0。 НЕНИЯ к 
结论 ; 
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定理 。 在 4 阶 失 阵 族 空 间 中 模 截 于 Jordin 型 的 展 的 族 组 
成 一 个 处 处 黎 密 的 集合 . 
利用 这 个 定理 和 $5 30 D 的 遍 有 形变 公式 即 可 描述 道 有 族 的 
分 核 图 。 特 别 是 对 参数 个 数 不 多 的 族 有 以 下 结果 : 
О) #880. ше 1 可 知 矩 阵 只 有 一 个 二 重 轩 有 值 , 相 
应 于 一 个 二 阶 Jordan 方块 。 这 个 层 记 作 в, 
推论 ”在 通 有 的 单 参数 矩阵 族 中 只 遇 到 单 因 有 值 的 矩 降 ， 
而 对 参数 的 个 别 孤 立 值 也 有 о? 型 矩阵 (一 个 2 阶 Jordan 9). 
车 族 中 有 Jordan 构造 更 复杂 的 矩阵 ， 则 可 以 用 族 的 任意 小 振动 
Н. 
(2) 290. 当 * 一 2 时 , 恰 有 两 个 Jordan 型 (一 
个 3 阶 Jerdan 方块 ) 和 а (两 个 2 阶 Jordan 方块 而 加 有 值 
不 同 )。 
推论 。 通 有 的 二 参数 矩阵 族 的 分 校 图 是 如 下 的 曲线 ,其 仅 
有 的 奇 点 是 尖 点 与 自 交 点 (图 111)， 尖 点 相 
应 于 一 个 3 阶 Jordan 方块 的 w 型 矩阵 ; А 


я 
Е 交点 相应 于 两 个 2 阶 Jordan 方块 而 固有 值 
абз 不 同 即 op 型 。 曲线 上 的 点 要 应 于 一 个 2 
№ Jordan 方块 。 曲 线 外 的 点 根 应 于 单 固有 
值 的 矩阵， 
а ш ЕГН ЖЕ, ДНЯ 


有 更 复杂 的 奇 点 , 则 可 用 族 的 会意 小 摄 动 加 以 消除 . 

(3) 三 参数 族 。 当 “一 3 时 ,有 四 个 层 ，ezpoye (三 个 2 阶 广 
Ж), ав (两 个 1 阶 方块 而 固有 值 相 同 )。 mp (2 阶 3 阶 方块 各 一 
Ло (一 个 4 阶 方块 )。 

所 以 , 通 有 的 3 参数 族 分 核 图 的 奇 点 如 图 112 БОК. ой Я 
称 为 燕尾 ,此 曲面 方程 为 A(a， Б, с) 一 0, 入 是 多 项 式 ат 
bz 十 < 的 判别 式 .严格 地 说 ,以 上 讨论 的 都 是 复 情况 ,图 112 上 的 
曲面 都 应 看 作 复 的 ， 

实 矩 阵 的 这 有 形变 曾 由 Д. М. Галин[1] 作出 ,作法 如 下 : 
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图 12 


先 设 需要 求 其 凯 有 形变 的 В" Ни 

#417 (у % 0). 而 Jordan 方块 的 维 数 为 nm 之 в 2 …'， 这 里 

тп + е в, 于 是 在 К 的 某 一 个 基底 下 ， 算 子 的 矩阵 天 

状 为 具有 唯一 加 有 值 + + 与 Jordan 方块 维 数 为 из. 
的 复 Jordan 算 子 4: Се Се, ММ 
Хх —Е 

а (2) о) 

是 固有 值 为 * 的 上 三 角 Jordan ВЕ, Ж Jordan 方块 的 维 数 
Ж м2, 2 :.-,Е 3 п ЕЕ, 

чиз арнян ОИ 

Е 2 的 最 小 的 这 有 形变 
例如 具有 了 两 个 二 险 Jordan 方块 ,而 固有 值 为 x 士 示 的 四 阶 
实 托 阵 的 最 小 遍 有 形变 ， 可 以 取 为 四 参数 的 消 变 而 从 复 的 最 小 的 


р 
(5+0, 5 


实 化 得 出 , 亦 即 取 为 四 参数 m, о. ть т, 形变 
* 1 —y 0 оо о 0 | 
ох 0 ~y р р 1 9 яб= +, 
уо = 1 | [0 о о о ае, 
оу 0 x т т ГА р 
每 个 实 矩 阵 都 可 以 用 实 域 上 的 相似 变换 化 为 分 块 对 角形 ， 其 


中 相应 于 每 个 实 固有 值 都 有 一 个 实 Jordan 和 矩阵， 而 相应 于 每 对 
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ЭТЕМЕ ДГА (2) 形 的 方块 . 

当 一 个 矩阵 化 为 这 种 形状 ， 若 将 每 一 方块 代 以 其 最 小 遍 有 形 
变 后 ， 郧 可 得 到 其 实 的 遍 有 形 灾 ( 且 有 最 少 可 能 的 参数 )， 因 此 实 
的 遍 有 形变 最 小 可 能 参数 个 数 可 由 以 下 公式 给 出 

а= У} [mh) + Зи (2) + 5в,(1) + ls 


这 里 对 所 有 ?> МЕ СЗАО УЖО, 

щ2—» 3 8}, Галин 的 工作 给 出 了 实 答 阵 的 遍 有 形 谈 的 
显 式 公式 和 分 核 图 的 发。 为 了 力学 的 应 用 还 作出 了 辛 追 有 形变 间 
Hamilton 【无 穷 小 辛 ) 遍 有 形变 ( 即 保持 辛 竹 质 的 形变 ) 的 表 。 见 
Д. М. Tamal2], 

ЭТНО ВЕН АР. 当 研 究 其 个 现象 时 ， 假 设 得 
到 了 与 此 不 同 的 另 一 种 分 核 图 ， 这 时 可 能 发 生 以 下 情况 的 丙种 之 
一 : 或 者 ,在 招 这 种 现象 理想 化 时 ,忽略 了 某 些 本 质 性 的 东西 ， 从 
而 定性 地 改变 了 分 核 图 的 构造 ， 或 者 有 某 些 特 殊 的 理由 使 谱 有 附 
加 的 重 数 或 对 Jordan 分 层 有 非 模 截 竹 ( 例 如 问题 的 对称 性 或 На- 
milton Ж). 


Е. 减 量 图 奇 点 的 分 类 问题 


作为 符 阵 遍 有 形变 的 一 个 应 用 , 考 坊 以 下 问题 的 解 。 设 有 一 
族 线性 齐 次 自治 微分 方程 、 众 所 周知 , 当 一 十 co 时 , 解 的 渐 近 性 
态 将 由 给 出 这 个 方程 的 线性 算 子 实 部 最 大 加 有 值 决 定 ， 现 问 这 个 
实 部 怎样 依赖 于 参数 ? 

上 述 实 部 (加 上 人 负 号 ) 在 工程 中 称 为 碱 最 。 所 以 问题 就 是 研究 
当 系 统 的 参数 变化 时 碱 量 的 性 态 . 

参数 变化 时 减 盟 的 性 态 用 参数 平面 (空间 ) 中 减 量 的 等 值 线 
《 面 } 来 描述 是 方便 的 。 参 数 平面 上 的 减 量 等 值 线 族 称 为 减 量 图 。 

减 量 留 的 形状 对 不 河 的 族 相 差 极 大 ; 有 时 减 曼 图 会 有 极 复杂 
的 奇 狂 。 然而 将 可 看 到 ， 对 通 有 的 族 只 会 遇 到 减 量 图 某 些 最 简单 
的 奇 性 : 更 复杂 的 奇 性 在 小 摄 动 下 将 会 分 解 。 
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ЖА, За ВО тан. 

ЗЕБРА ЕГА НОВА, НО РЕНО ЗЕ Д 
处 正如 研究 相 图 时 通 有 奇 点 的 分 类 的 用 处 一 样 . 

我 们 应 警惕 减 量 图 中 出 现 非 通 有 奇 诞 的 情况 ， 它 可 能 用 系统 
的 特殊 对 称 人 性 来 解释 也 可 能 是 由 于 理想 化 不 够 《“ 不 适 定性 ”)， 
使 得 方程 中 没有 考 号 到 的 小 效应 (人 鲍 如 无 线 电 技术 中 所 亩 " 害 生 通 
路 ”(parasitic connection) ) 会 使 图 象 起 定性 的 改变 . 

通 有 的 两 参数 减 量 图 奇 点 的 分 类 还 包括 了 通 有 的 三 参数 线性 
方程 族 的 稳定 区 域 边界 ( 零 减 量 面 ) 奇 点 的 研究 ， 

所 得 的 结果 也 可 以 应 用 于 具有 稳定 点 的 光滑 依赖 于 参数 的 非 
线性 方程 组 ， 非 线性 方程 组 在 该 点 线性 化 的 减 量 ( 作 为 参数 的 函 
数 ) 将 只 有 最 简单 的 奇 狂 ( 在 通 有 的 情况 ). 

但 在 把 所 得 结果 用 于 非 线性 方程 组 时 ， 需 要 除去 稳定 性 区 域 
边界 上 相应 于 零 根 的 那 一 部 分 ， 因 为 这 时 稳定 点 对 参数 的 光滑 依 
颈 性 失去 了 .因此 通 有 的 非 线性 方程 组 稳定 区 域 边 界 奇 性 的 描述 
《以 及 在 这 种 边界 点 附近 减 量 图 的 描述 )， 都 需要 进一步 研究 . 我 
们 将 在 以 下 各 眉 回 到 这 个 问题 上 来 . 

在 研究 映射 的 选 代 时 ， 以 及 在 研究 周期 系数 方程 或 周期 轨道 
附近 的 运动 时 ， 固 有 值 模 的 最 大 值 起 了 减 量 的 作用 ， 若 此 模 不 是 
1，。 则 (作为 通 有 的 族 的 参数 的 函数 ) 其 奇 性 与 通 有 族 的 减 基 奇 性 
一 样 。 所 以 以 后 只 考虑 威 量 . 

在 研究 上 述 类 型 的 非 线性 问题 圆 有 亿 的 模 时 ， 本 段 的 结果 在 
稳定 区 域 边 界 之 外 仍 可 应 用 ， 在 边界 上 那些 不 以 1 为 固有 值 的 点 
КЖ. 


с зве 


考虑 光滑 依赖 于 参数 ( 即 参数 空间 4 中 的 点 2) 的 Euclid 空 
闻 了 "的 线性 算 子 族 4: 
4(1); Re -> Ве, 
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ЖУ 族 ЛО) 的 增 最 ? 即 参数 的 函数 f， 它 在 4 点 的 值 ， 
即 算 子 4(2) 固有 值 的 最 大 实 部 : 
КА) 一 lm 1 ве, 


函数 了 是 连 续 的 ， 但 不 一 定 可 微 。 我 们 的 问题 是 研究 通 有 的 两 参 
ЗА ААРАК, СЕРГЕЕВ? 或 其 上 的 区 域 作 为 参 煞 空间 4. 

我 们 称 了 在 А 平面 士 的 等 值 曲线 为 减 量 加 等 值 曲 线 上 机 向 
一 撤 表示 披 度 方向 即 f 减少 的 方 
м. де, МНН 
的 方向 

Я 20Р (х,у) 的 
微分 方程 

В = ха + уз, 

相应 的 方程 组 的 矩阵 是 


Ace)=(:。 1). 


я 113 
减 量 图 见 图 113。 ЎШ у +45 一 0 分 (xy。?) 平面 为 两 部 
分 ， 在 每 一 部 分 中 , 增 量 均 为 光滑 函数 ， 在 抛物 线 左 侧 画 有 值 为 


复 的 , 且 7 一 9/2。 在 右 方 固有 值 为 实 且 Р = (у НИ. 
增 量 的 等 值 线 是 切 于 抛物 线 的 射线 . 

抛物 线 上 各 点 均 为 碱 量 曲线 的 柯 点 ， 它 们 相应 于 具有 2 阶 
yordan 方块 的 4， 在 由 左 向 右 穿 过 抛物 线 时 , 增 量 由 线性 地 变化 
变 为 方 根 的 变化 。 

很 明显 ， 这 个 将 点 不 能 用 小 报 动 来 消除 ， 还 有 其它 不 可 去 奇 
点 ;我 们 的 目的 是 完全 地 加 以 列举 。 


Н. 但 阵 空 间 中 余 维 数 为 1 或 2 的 层 
如 果 一 个 实 的 固有 值 ,或 一 对 复 共 罗 固 有 值 3 具有 最 大 实 部 . 


12 在 工程 中 , 当 < 0 时 ,最 | ЩЩ ОВЕН. 
2) даж ЕВ Зная. 
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РЯ ВЕЕТ ЕН НЫЕ, ЕВ, 

只 有 在 具有 最 大 实 部 的 固有 值 不 唯一 时 , 才 失 去 光滑 性 。 车 
千 个 国有 值 同时 具有 最 大 实 部 的 矩阵 组 成 * 阶 短 阵 空间 Ке" 的 闭 
ЖКО Б 这 个 流 形 的 余 纵 数 为 1, 而 其 余 集合 有 两 个 开 分 
я. 


2, Е (а). № ЛУНЕ. 

Ds. Е (о+іо). В-ар. 

很 容易 把 F 分 层 ， 最 大 维 数 ( 余 维 数 1) 的 层 只 有 以 下 儿 种 : 

Е, Е (2). 恰 有 了 供 个 相 重 罗 有 什 具 有 最 大 实 部 ; 这 两 个 
略 有 值 为 实 且 相 应 于 二 阶 Jordan 方块 。 

В, Я (а, вю) 三 个 国有 值 具有 最 大 实 部 ; 一 个 是 实 的 ， 
Эм. 

Е, Ш (оі, а) МАНЕЖ ААА 
大 实 部 。 

19010,58 Р, Е., F 都 是 矩阵 空间 Be 的 余 维 数 为 1 的 正 
规 \ 光 滑 ,、 非 闭 且 互 不 相交 的 子 流 形 . 余 集 F\(F,UF,UFs) 是 所 
有 短 阵 空间 Re 的 余 维 数 为 2 的 闭 半 代数 子 锻 ( 即 ,有 几 个 固有 信 
都 具有 最 大 实 部 ) , 流 形 PN(P,UP,UR:) 的 维 数 最 大 的 层 在 Re 
中 具有 祭 维 数 2, 很 容易 列举 如 下 ; 

б. В (e) ”恰好 三 个 送 有 值 具 最 大 实 部 。 它们 都 是 实 的 ， 
且 相 应 于 3 阶 Jordan 方块 。 

G3， 层 ((atiw》) 两 对 相 重 的 复 共 应 固有 什 都 具有 最 大 实 
部 ;它们 各 相应 于 一 个 二 阶 Jordan 方块 。 

Gs Б (0, аш) ”四 个 固有 值 都 具有 最 大 实 部 ;两 个 实 的 
相应 于 一 个 二 阶 Jordan 方块 ;两 个 复 的 互 人 共 箔 。 

С. (а, айм абі) 五 个 固有 值 其 有 最 大 实 部 : 一 
ЛОЖНО А, 

Съ. В (a 士 io ао, айа) ЕАН НЗ 


17 ЕЕК, 即 由 有 限 多 个 多 项 式 等 式 或 多 项 式 不 等 式 定义 的 集合 
的 有 限 并 . 
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具有 最 大 实 部 。 
Е 6,—б; 都 是 所 有 和 矩阵 空间 BR” 的 正规 ， 非 闭 且 互 不 相交 ， 
且 余 维 数 为 2 的 子 镀 "。 余 所 F\CU FNN( UGi) 是 Re 的 余 维 数 
为 3 的 闵 半 代数 签 。 
由 弱 横 截 狂 定理 ($29), 可 得 
推论 ”在 两 参数 的 通 有 的 矩 降 族 中 , 除 以 上 列举 的 (Di, Fi、 
Gi) 外 ， 不 会 遇 到 其 它 的 同时 具有 最 大 实 部 的 固有 东 组 。 这 些 组 
也 只 横 截 地 发 生 ， 
所 以 在 通 有 的 族 中 , 余 维 数 1 的 固有 值 组 (F,) ЕЖА Е 
遇 到 ,其 上 的 奇 点 只 位 于 参数 平面 上 余 维 数 2 的 固有 值 组 G， 上 ， 
这 个 现象 又 只 能 发 生 在 参数 平面 的 孤立 点 上 。 
ВВЕ Р, 与 Рь, 若 再 加 上 其 奇 点 C,， 就 构成 一 些 曲 线 ,这 些 
线 将 参数 平面 分 划 为 两 类 区 域 ，D, 与 D,， 不 难看 出 ,所 有 曲线 
ВЕР, 都 在 D; 部 分 中 。 


此 外 ,点 
С’) № Е (о?) 和 Ра, ан) 的 连接 处 ; 
Сео) 连接 着 Р. (а іо, ойо); 

Сова) 在 Pi(o),Fa(c 士 io) 和 Pa(a 士 iou) 的 连接 处 : 
Са, в 01) Е ЕКа, а) 与 Fi(e 士 iouz) 连接 处 : 
Саі ола) 连接 着 Раши). 


0 当 = 充 分 大 时 ?所 有 的 Рь Ро Си 都 是 连通 的 。 但 有 以 下 的 例外 : 二 一 2 时 
МО, 与 Flya 一 4 时 的 Fy С. б. Ши=6 时 的 С 各 有 天 个 分 量 . 
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ЛАИН УР ЕТК ВИНЕ „НА А, 


I 在 余 维 数 0 或 1 的 层 险 近 减 量 图 的 构造 


在 奇 点 集合 的 余 集 上 , НЕ, 是 参数 的 光滑 函数 。 然而 减 
景 图 在 此 余 集 的 某 些 点 处 可 能 有 桨 点， 这 就 是 函数 1 的 临界 点 。 

在 F 之 外 , 通 有 族 的 增 量 只 有 单 临界 点 , 即 只 有 以 下 三 种 类 型 
的 点 : 但 若 区 分 实 根 (р) 与 复 根 (D,), 则 有 六 种 类 型 的 点 。 


2}. 极 小 ”在 参数 平面 的 这 种 点 附近 ， 可 以 取 光 滑 坐 标 (а, 
у), 使 增 量 形 为 了 一 соли. 十 41 у, 

0. ВД 在 适当 举 标 下 ,有 了 一 const + м ФУ, 

Юі. ЖК 了 一 const му, 

现在 研究 函数 f 在 集合 F 非 奇 点 附近 的 性 态 ， 则 在 参数 平面 
的 曲线 Ri; 内 点 附近 的 性 态 。 这 里 应 分 丙种 情况 ; 曲线 Fi 的 点 对 
于 增 量 (作为 曲线 上 的 光滑 函数 ) 既 可 以 是 非 临界 点 。 也 可 以 是 临 
яж. 

由 横 截 性 定理 可 知 ,对 于 通 有 族 ， 增 量 在 曲线 Р, 上 的 限制 其 
临界 点 只 可 能 是 非 赔 化 的 极 大 或 极 小 。 

把 这 个 信息 与 $ 30 В 中 关于 遍 有 和 矩阵 族 的 显 式 公式 结合 起 
来 ,不 难得 到 增 量 在 余 维 数 1 的 层 附 近 的 标准 形式 ,如 下 : 

定理 ”车 限 制 通 有 族 的 增 量 在 曲线 Е, 上 ， 则 在 其 非 临界 
点 附近 ， 可 以 在 参数 平面 上 选取 适当 的 光滑 坐标 (z，?)。 使 得 增 
量 了 到 以 下 形状 的 三 种 之 一 (区 115): 

情况 FY (Jordan 方块 


Ё сопзі, + у + 


Мя, 220, 

о, Ф х < 0, 

情况 РЕЖ 码 ( 简 单 通过 ) 
f= const. + + ||. 

曲线 РОУ 下 将 实 与 复 根 的 区 域 D, 与 рол. НЮ 

曲线 从 实 根 一 侧根 切 地 接近 曲线 F,, 而 由 复 根 一 俩 模 戴 于 它 。 对 


+24, 


+" 
уд 

= 
уд, 

> 

图 115 

于 曲线 ,与 了,, 减 量 的 等 值 曲线 将 在 ЕЗ, РУО МАРИИ В 

地 接近 于 它 。 等 值 曲 线 与 曲线 段 P; 组 成 的 (小 于 180° 的 ) 角 ,在 

所 有 情况 下 ,都 包含 了 了 沿 此 曲线 减少 的 方向 。 


定理 。 ”在 通 有 族 增 好 限制 的 临界 点 附近 ， 可 以 取 坐 标 (x，、 
у), 使 增 量 为 以 下 12 种 形状 之 一 (图 116). 


图 116 


情况 和 太一 1,……,，4《 穿 过 时 的 条 件 极 信 )》 
fconst. + ex У (у) 4 [у], в = (0% 
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其 中 p(y) 一 ау +. ЗБ, а 0, ая 1. 
Н 8 的 两 个 符号 和 а 的 附 个 可 能 性 的 组 合 。 可 以 得 到 外 的 
Ла, 


* 2 3,4 


Й | 0, 0 (2, +) 


НГК, ИАН РАК. тта 
图 的 形状 ,只 需 考虑 p(y) = ау 的 情况 。 这 时 , f 的 等 值 曲线 将 
申 两 段 抛物 线 灌 у АЗИИ. 

0 РЁ, 1, 55, 4 (具有 Jordan 方块 @ 的 条 件 极 值 ): 
Му, у20, 
0, узо. 
ЖЕ в 一 1, (у) = ау 十 .…* 是 光滑 函数 ,6 #0。 


Ё 一 const + вж += фбу) 十 | 


由 与 的 符号 组 合 ,可 得 & 的 四 个 值 : 
天 | 1 2 з 4 
a 的 符号 ， 4 的 符号 | -- -+ 二 ~ ++ 


奇数 六 相应 于 条 件 航 大 ,偶数 《相应 于 条 件 航 小 .为 了 得 到 减 量 
的 明显 的 图 象 ,只 需 若 虑 p(y) = у 的 情况 。 

ВП ЕН в 的 内 点 中 , ТЕЖ 15 种 
PI(15 一 3 十 12) 外 , 通 有 的 两 参数 族 的 增 量 无 其 它 奇 点 。 如 果 
在 某 个 族 中 有 其 它 奇 点 , 由 用 任意 小 的 摄 动 就 可 以 消除 它们 。 奇 
点 F# 明显 地 不 可 消去 。 


了 在 余 维 数 为 2 的 层 附 近 减 量 图 的 构 洽 

在 研究 通 有 的 两 参数 族 的 余 维 数 为 2 的 屋 的 奇 点 时 ， 可 以 考 
在 "最 非 赔 化 ”的 情况 ,因为 性 何 的 赔 化 都 会 增加 余 维 数 ,而 奇 点 成 
为 不 可 去 的 。 
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把 横 裁 性 定理 和 $30, В О агза, 
АТН НЕЕ СЯН 2 的 层 附 近 的 以 下 标准 形式 。 

定理 ”在 通 有 族 的 参数 平面 的 每 一 个 余 维 数 2 О ОН 
$30, Н 的 记号 : С 的 点 附近 ， 可 取 光 滑 的 坐标 (x, у), ВМ 
ШИТ 18 种 形状 (图 117)。 

情况 Се (一 个 三 阶 Jordan 方块 ) 

f= ф(х, у) + Их, у), 
其 中 4 是 三 次 方程 必 一 x2 十 ? 的 最 大 实 部 , ФЕ ЖА, 
В. (9ф/0х)(0, 0) ча 0. 

减 量 图 的 形状 由 a 的 符号 决定 。 

GG# 中 的 “ 土 "分 别 相 应 于 в=0, 为 了 使 减 量 图 的 形状 有 一 个 
明显 的 形象 ,只 需 考虑 ф 一 += 的 情况 。 有 两 条 在 (0, 0) 相 切 的 
奇 点 曲线 趋向 (0, 0). 即 射线 Fi(y = 0, х < 0) 与 半 条 灶 立 方 
ЗАЗ (42° = 277, у < 0)。 ЖАННЫ НН Р, 
《西域 ) 与 实 根 区 域 D, 分 开 。 当 活着 区 域 2, 5р, 的 边界 运动 时 ， 
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НЕ 了 在。 > 0 时 为 单调 ,而 当 < 一 0 时 则 在 点 G7 处 有 极 小 . 
的 等 值 线 从 0, 一 侧切 于 半 立 方 揭 物 线 Pu。 
情况 ОР (一 对 复 的 二 阶 Jordan 方块 )。 


f= ф(хъу) + [вем 51. 
Ке ЖЗ, Р АБ ВА, Н (0Ф/9=)(0,0) = сз 0, ЖЕН 
的 形状 由 « 的 符号 决定 。 

Са 中 的 “ 土 "分 别 相应 于 a 这 0。 为 了 得 到 关于 减 量 图 清楚 的 
形象 ,只 需 考虑 9 一 土 + 的 情况 ,射线 Ру = 0, x < 0) 趋向 于 
点 zx 一 ?一 0( 并 停止 于 此 处 )。 в 天 0 时 ,在 点 Gi(z 一 y 一 0) 
有 极 小 ,a > 09 时 ,点 Gf(z = у == 0) 对 于 函数 了 是 拓扑 非 奇 蜡 
的 。 函 数 1 的 ( 穿 过 这 点 的 ) 等 值 曲 线 、 有 半 立 方 抛物 线 类 型 的 奇 

情况 GHC 一 1,…s 6; 一 个 Jordan 方块 中 的 一 对 复数 相 
18). 


Ма, (я, у), НЕ, 
0 ‚ф(х, у), Ж=х<0, 
这 里 р(х, У) — ах уч --- БӘН, 03 0, 55 0 В 
Ьа —1. 

将 。 的 两 种 可 能 的 符号 与 5 的 三 个 可 能 的 变化 区 疗 结合 起 
来 , 即 得 六 种 情况 对 应 于 不 的 六 个 值 : 


f= const, + y+max | 


ШЕН 5 6 


a 的 符号 | + - - 十 一 + 
五 的 区 间 | (0,400) (05490) (—15 0) 0—1, 0) (—-,-—10 (一 co 一 D 


为 使 减 量 图 的 形状 有 清楚 的 形象 ， 只 需 取 为 线 信函 数 。 有 三 个 
光滑 射线 ,, В» Е, 趋向 原点 . Р, 与 Е, 相向 而 来 ( 旦 一 阶 相 切 )， 
В 则 由 复 根 D, 一 侧 横 截 而 来 . 在 СЗ (о < 0, < 一 1)， 增 
量 在 点 > У 一 0 有 极 小 ;在 其 它 情况 下 ,点 G3( зе 5) 是 函数 Г 
的 拓扑 非 奇 点 。 
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情况 СС 一 1,2, 3) (双重 通过 ) 
f= const, + х + шах(|у|, ф(х, )), 
其 中 р(х, у) = ах Бу 十 … НМ, а < 0, 620, a 十 
15+ +6, 
对 于 0%, 的 三 个 值 对 应 于 a 的 变化 区 间 : 


к | 1 2 3 


5 的 条 件 | B—1l<# -5-1<8<65-1 9<-6-1 


为 了 能 肖 闹 地 看 出 减 量 图 的 形状 ,只 需 取 ?为 线性 阔 数 。 

在 每 个 情况 下 (《 一 1, 2, 3), 都 有 曲线 Р, 的 三 个 光滑 分 支 
模 截 地 趋向 点 С}. 在 最 后 的 情况 下 ,这 点 是 增 基 的 极 小 , 在 前 两 
个 情况 下 , 它 拓扑 上 不 是 奇 点 .在 三 条 射 角 的 第 和 条 趋向 点 G4 时 ， 
增 量 减少 ， 在 其 余 的 射线 上 它 增加 。 

情况 СЕО 一 #1, 士 2, 3) (双重 通过 且 有 一 实 根 参 于 )。 增 
量 的 公式 与 G4 相同 ,但 必需 按照 实 根 对 应 于 哪 一 部 分 , 而 区 分 更 

负数 天 相应 于 这 样 的 情况 , 当 治 F, (在 其 上 有 复 共 力 对 相 迄 ) 
趋向 点 人 OH 时 , 增 盟 增加 。 另 两 条 射线 是 申 线 F; 的 分 支 。 


к. 讨论 

落 虑 以 上 列举 的 标准 形式 ， 可 得 到 关于 减 量 图 的 局 部 或 整体 
构造 一 般 性 的 结论 ， 首 先 由 以 上 定理 可 得 

“推论 ”” 通 有 两 参数 族 的 增 量 疡 4 一 R 拓扑 等 价 于 只 有 篇 

单 临界 点 的 光滑 函数 : 

这 就 是 Рі, В бы» СЪ б 型 的 极 小 点 。 

Жо, Вити. ЕВА С 附近 , НЫЕ 
滑 函 数 。 所 有 其 它 类 型 的 点 ,拓扑 上 都 是 非 奇 异 的 。 

由 上 述 维 论 显 然 可 得 关于 各 类 型 窜 点 数 的 不 等 式 ,特别 是 , 若 
增 量 的 一 个 封 闲 的 等 管 曲线 国威 一 个 单 详 通 区 域 , 则 区 域内 р, 
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РУ, бта, 08, Gis 型 点 的 总 数 比 DD， 型 点 的 总数 大 1。 我 们 还 
不 知道 ,结论 是 否 可 以 推广 到 7 > 2 的 1 参数 族 "。 

ВАРНЕ ВЕ Р, 与 ,组 成 闭 曲线 ,又 由 对 Р. 的 端点 处 的 厅 性 
的 手术 ,可 得 

推论 ”着 参 数 空间 4 是 闭 的 二 维 流 形 ， 则 G, 与 с. 型 的 点 
ЖАНН, 1 С, 9, бы УЗ НОЯ ЖИВИ, 

如 果 取 边界 柄 截 于 F,, 并 且 不 穿 过 点 с, 的 紧 区 域 为 参数 空 
М4, 则 结果 将 变化 如 下 : G 型 与 G, 型 点 总 数 麻 侦 性 与 边界 和 
Е, 与 已 的 交点 数 奇偶 相同 。 而 9, С, С, 6: АНИНЕ, 
与 边界 交 Р, здав, 

特别 地 ， 对 增 量 的 研究 使 我 们 能 研究 通 有 两 参数 族 参数 平面 
的 稳定 性 边界 ( 即 增 量 为 0 的 曲线 )。 由 我 们 的 定理 可 得 以 下 的 扒 
в. 


推论 НЕЕ Я НОЕ 
截 的 光滑 弧 组 成 。 

注意 ,稳定 性 边界 的 角 点 按 530 工 和 了 的 分 类 可 以 是 FI 型 
《二 阶 yordan 方块 ) 点 或 FI, 码 型 (简单 通过 ) 点 。 稳定 乌 边 界 的 
每 一 段 弧 因 此 都 可 以 越过 其 如 点 而 不 失 光 滑 性 。 这 时 稳定 性 边 腊 
的 每 一 个 闭 分 量 的 本 与 АНХ. 

Жина. 对 两 参数 族 的 增 量 奇 点 的 分 析 足 以 用 来 研究 三 参 
数 族 稳定 性 的 边界 . 

事实 上 , 余 维 数 为 3 的 层 的 奇 点 ,以 及 增 量 在 余 维 数 为 0. 1,2 
的 层 上 限制 的 奇 点 都 可 以 和 通过 族 中 的 小 振动 ,使 它们 与 稳定 几 的 
边界 分 离 ， 这 样 ,一般 族 的 稳定 性 边界 由 若 千 光 滑 曲 面 组 成 ,其 奇 
点 或 者 位 于 一 些 曲 线 上 ,而 稳定 性 边界 沿 它们 与 В, 型 曲面 相交 ; 
或 者 位 于 稳定 性 边界 与 层 G; 的 交点 上 (后 者 对 于 一 般 的 三 参数 族 
是 曲线 )。 


1) ВК, | 一 2 时 通 有 族 增 苦 的 奇 点 和 系数 为 了 个 参数 的 通 有 函数 的 代数 方程 根 
МАХАТИ. гЗ 时 就 不 是 这 样 了 : 增 世 可 以 有 更 复杂 
的 奇 点 、 
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沿 着 这 种 曲线 C,, 我 们 可 以 把 三 参数 族 看 成 是 两 参数 族 的 单 
参数 族 ( 两 参数 即 指 模 截 于 G, 的 断面 上 的 坐标 , 单 参 数 即 指 沿 С. 
的 坐标 念 ， 考虑 到 $30 了 和 长 ИЕ, 现在 必需 设 所 有 常 
МЕЖ ОЕР ВАТ г, 此 外 ,我 们 可 以 通 有 地 以 函数 gp(zx， 
у, #) ЖЕ +, 这 样 可 得 下 面 的 结论 。 

推论 。” 通 有 三 参数 矩阵 族 稳定 性 边界 的 奇 点 ， 与 道 有 两 参 
数 族 增 量 图 的 奇 点 有 相间 类 型 "。 这 些 奇 点 除 相差 微分 同 胚 ?外 ， 


= р хаж 
жёх П МА 9 
Е Е Б 
稳定 稳定 Р 
稳定 
Ху, 8 
~ 
5 
А 
~ 
ГА 


І 0 与 此 相似 ;Cn + О ВЕНЕ БАДЮМЕНЫЮЯ 


в 18 


有 相同 类 型 - 
2) 即 指 一 个 可 拓展 为 曲面 邻 域 的 微分 同性 的 活 射 . 
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都 列 在 下 表 中 (图 118): 

二 面 角 (РОУ +0; 

三 面 角 (Сл): = 十 max(r, |71) — 0; 

ИО (<): + 1ке Е у] = 0 《Rs 中 的 这 个 曲面 
НЕТ XY? - 2, 其 中 Хг 0, Y 0); 

核 的 角 点 (G1): я 十 2(x,y) 一 0, 2 是 方程 只 一 xz 十 》 之 
根 的 最 大 实 部 (R? 中 的 这 个 曲面 微分 同 豚 ? 于 乱 Y 一 22。 其 中 
Х>0,У20). 

稳定 区 域 边界 和 角 总 是 指向 外 侧 的 ， 从 而 向 不 稳定 区 域 伸 进 了 
一 个 穆 形 。 这 显然 是 一 个 很 一 般 道理 的 结果 , 按 这 个 道理 :总 是 疫 
有 美妙 的 结论 2. 

由 以 上 所 述 还 可 得 到 关于 稳定 性 区 域 边 界 的 一 些 整体 性 质 . 
例如 , 若 边 界 为 闭 , 则 (Gisi > 1) 型 顶点 总 数 为 偶 的 ,正如 С, 与 G， 
型 顶点 的 总 数 也 为 偶 的 。 

以 上 所 述 各 定理 的 证 明 均 可 在 В. И. Арнольд [7] Ж Л. В. 
Левантовский [1], [2] 中 找到 (后 两 文 是 英 译本 所 加 )。 


531. 向 量 场 的 奇 点 的 分 核 


在 本 节 中 ,我 们 旁 虑 微分 方程 的 单 参数 疙 ,并 研究 通 有 族 奇 点 
的 分 核 。 


А. 奇 点 曲线 


郑 虑 一 个 光滑 依赖 于 参数 的 向 量 场 , 设 对 参数 的 某 些 值 , 场 中 
有 奇 点 。 现 提出 以 下 问题 : .参数 变动 时 奇 点 如 何 ? 
定理 光滑 依赖 于 一 个 参数 的 向 量 场 的 奇 点 也 光滑 依赖 于 
此 参数 ,只 要 汤 在 奇 点 的 线性 部 分 固有 值 非 0 
所 在 所 研究 的 点 与 参数 值 附近 ，» 维 相 空 间 中 的 向 量 场 族 由 
1 在 通 有 的 不 参 数 和 矩阵 族 的 稳定 柱 边 界 上 ， 当 大 充分 大 时 "只 有 有 限 多 个 奇 点 [ 除 
ТЕЖЕ ТКО ЕСА НАЦЕ СЛевавтовский)1. -— ЖЕ 
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Е ОО 
1) 未 知 数 的 方程 的 组 (+, в) 一 0 给 出 。 НВ, Е 
该 点 0s/6x 的 行列 式 非 0， 这 些 方 种 将 局 部 地 给 出 一 条 光滑 曲 
线 * 一 Y(e)。 但 这 行列 式 即 是 场 在 奇 点 的 线 竹 化 的 固有 值 集合 
由 假设 它 非 0。 

注 Н, лее АЕ 
0, ИВ ЭО ЧРВЫМИАО, НЕ, О АЕНА ЖИ, 
ИЕНА ЧЕША, ЕЭБ ВВЕР, ЛЕКОНЕЯЯНЕ 
意 维 参数 空间 都 有 有 效 . 

对 于 通 有 的 场 ,所 有 奇 点 都 是 非 赔 化 的 。 然 而 ,如 果 考 上 向量 
场 族 , 则 对 参数 的 菜 些 值 可 能 发 生 赔 化 ,而 且 不 能 用 族 的 小 振动 消 


现在 研究 = 维 空间 中 的 通 有 的 单 参数 炭 的 虹 化 

考虑 由 相 空间 和 参数 е 轴 的 直 
ЗА (+ 1)- 维 空间 , 用 字母 * 记 相 
空间 中 的 点 。 此 族 将 由 微分 方程 族 

给 出 如 下 

2 = vx, 8). 
考虑 在 此 (4 + 1)- 维 空间 中 由 
м и ОЕ — ВИН) 
集合 (图 119); 


Г: {x, 8; vlz, в) — 0}, 
定理 ТРК ЗАЕВ. 
此 处 和 下 文中 " 通 有 族 * 表 示 “ 属 于 所 有 族 空间 中 的 一 个 处 处 
黎 密 集 的 族 ”; 所 说 的 处 处 向 密集 ,车 族 的 定义 城 为 紧 ,或 在 糖 细 拓 
НЯ (529), 还 要 求 为 开 ; 在 一 团 情 况 下 ,都 要 求 这 个 处 处 铀 
密集 是 可 数 多 个 开 集 的 交 。 
胡 本 定理 可 以 由 横 蕉 性 定理 ($ 29) 或 Sard 引 理 ($ 10) 推 


в. 
事实 上 , НЕЖНОЕ, 0 ДЕН ВУ В», (=, 
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в)» о(х, 8) 的 临界 值 ，T 为 局 部 光滑 曲线 。 На, 
ож. р 
注 ”这 定理 中 参数 空间 的 维 数 无 关 紧 要 。 
所 证 的 定理 排除 了 奇 点 的 某 些 分 核 
例如 ,考虑 图 120 左 侧 的 分 核 ， 由 定理 可 知 ,在 小 摄 动 下 这 种 
分 梳 不 能 保存 。 事实 上 易 知 , 在 小 振动 
下 ,它们 会 分 解 为 图 120 右 方 的 一 种 形 >< 
状 。 如 果 在 一 个 问题 中 出 现 了 图 120 左 ”> 
о 全 — 
通 有 的 族 。 这 或 者 与 问题 的 某 种 特别 的 Ce 
对 称 性 有 关 , 或 者 表明 理想 化 得 不 当 ,路 
去 了 一 些 因素 ,虽然 小 , 却 可 能 定性 地 改 图 т 
变 参 数 变化 时 奇 点 的 性 态 。 为 了 说 明 在 真实 的 系统 中 出 现 的 是 郧 
一 种 情况 ,使 得 在 理想 化 时 发 生 了 不 一 般 的 分 枝 ,需要 计算 微分 方 
程 在 理想 化 时 被 略 去 的 一 些 项 ， 下 面 名 段 的 公式 说 明了 需要 计算 
的 到 底 是 哪些 项 


В. 参数 的 分 核 情 


设 族 的 奇 点 集 是 一 光滑 曲线 (rank(Bz/1(x,e)) = я). #8 
它 到 参数 值 轴 上 的 投影 ， 曲 线 在 ЖЕНЕ НИ ЕЕ 
Е ЛЕ ТЕЧЕЊЕ АИР, алана 298 
的 光滑 函数 的 图 象 . 
定义 ”对 应 于 晓 化 奇 点 的 参数 值 称 为 参数 的 分 核 值 ， 面 在 
相 空 间 与 参数 值 轴 的 直 积 空间 中 ЕЖУ 
把 参数 в ПЕН Еж. р 


“паи Е НИ, Ия 
ЗЕВМЕЮ СЕБНОНОННЕ В, ЖИ, АННЕ 
ВЕЖЖО. ЖЕНИ 


定义 ”如 果 人 参数 的 分 核 值 相应 于 从 好 一 个 分 核 点 ， 而 且 是 
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ЭРВЕЛ А ПАА ЛЕНИ, 
定理 。 对 于 通 有 单 参数 族 ,参数 的 所 有 分 枝 值 都 是 正规 的 
如 果 要 空间 是 紧 的 。 则 参数 的 分 术 


2 РС $ 值 是 孤立 的 。 
一 4 这 一 论断 很 容易 由 横 稚 竹 定 


8 理 得 由 ,细节 留 给 读者 。 
121 注 ， 这 定理 指出 ， 当 参数 变化 
时 , 通 有 族 的 短 点 只 能 当 参 数 色 过 分 核 值 时 ,成 对 好 彼 尼 消失 或 者 
成 对 生成 (图 119). 这 种 类 型 的 分 核 是 稳定 的 ( 即 在 族 的 小 摄 动 
下 ， 可 以 保存 )。 所 有 更 复杂 的 分 核 都 会 在 小 的 通 有 的 报 动 下 ,分 
解 为 几 个 这 种 类 型 的 分 核 ( 图 121)。 


С. 例 ， 直 线 上 的 问 量 场 


考虑 以 下 微分 方程 财 所 给 出 直线 上 的 向 晤 场 
# = і? +8, ХЕК, БЕВ, 

ща 一 0 时 ,这 个 场 有 最 简单 的 非 赔 化 将 点 (+ 0). 当 参 数 通 
过 其 正规 分 校 值 s 一 0 时 , 视 必 前 的 符号 决定 。 或 者 发 生 两 个 琳 
点 (一 个 为 稳定 ， 一 个 为 不 稳定 的 消失 ) ， 或 者 出 现 两 个 立即 分 离 
(блр М |61) р. 

不 难 验证 ， 这 个 例子 是 直线 上 的 通 有 单 参数 向 量 场 族 的 唯一 
不 可 消除 的 分 校 

ЖХ 设 有 商 个 售 参 数 的 向 量 场 族 。 如 果 存 在 参数 空间 的 
一 个 同 压 和 相 空间 的 连续 依赖 于 参数 的 一 族 同 有 奈 ， 使 第 一 个 向 量 
场 族 的 有 向 相 曲 线 族 ， 对 参数 的 每 个 值 都 可 变 为 第 二 个 向 量 场 族 


注意 ， 定 义 中 谈 到 的 两 个 同 豚 定义 了 相 空 间 与 参数 值 空间 的 
直 积 上 的 一 个 同 胚 〈*。g)H > (h(x, 6), ф(6)), 35 += 
v(x， 6), 2 一 0 的 相 曲 线 族 变 为 同样 形状 的 第 二 个 方程 组 的 相 
线 族 


族 在 一 点 的 葛 的 等 价 泪 定义 也 与 此 相似 ， 若 (ro, so) 是 诅 空 
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зн — д, ЗС УА УМЕНИЕ ВИА (хо, ва) 
的 某 个 邻 域 中 ,定义 一 个 同 胚 (x, 6) 1 (A(x, в), (в). 

定理 。 直线 上 的 单 参 数 向 景 场 族 在 非 赔 化 分 校 点 附近 ， 等 
价 于 由 方程 + и 十 s 在 点 z 一 0,8 一 0 所 给 出 的 向 景 场 族 的 
Е 


ЧОПО (е, в) 在 曲线 了 -上 变 号 。 以 分 枝 点 为 x， 
5) 坐标 的 原点 。 由 此 点 的 非 赔 化 性 ,曲线 的 方程 为 = Со + 
0(|z|”),C = 0。， 由 此 即 得 遍 求 证 的 结论 

所 证 的 定理 与 $31，B 中 的 定理 一 起 对 于 直线 上 通 有 的 单 参 
数 向 量 场 族 奇 点 的 分 核 ,给 出 了 完备 的 拓扑 描述 。 


р. 周期 解 的 分 村 


ЖЕНИЯ И 7А Л ИЕ СИТА ЯН На 
或 者 闭 的 积分 曲线 ) 的 分 校 ,我 们 可 以 进行 完全 闫 似 地 研究 ， 映 射 
不 动 点 的 非 赔 化 性 条 件 就 是 :其 线 任 化 的 所 有 国有 信和 都 不 是 1. 在 
周期 解 的 情况 下 。 则 是 Poincaré 映射 的 线性 化 的 大 有 值 ( 即 由 此 
方程 沿 此 解 的 法 向 变化 所 决定 的 单 值 化 算 子 的 固有 值 ) 不 能 为 1, 

ФРЕЗЫ, ЖОЛЫ + 一 v(x，s)， 当 s 一 0 时 ， 有 周期 解 * 一 
о), ЖЗ т, изе ЕВИ Е, МАМА в, 也 
有 周期 解 = 一 6, в), ЖЯНИХЖ Т8), 而 当 s 一 0 时 ,@ 变 为 9 
《相沿 线 当然 是 唯一 的 ;但 计算 时 间 起 点 之 处 可 以 改变 )。 

注 КЛИН ФЧ, 设 它 是 5 的 级 数 ， 这 就 称 为 Poincare 
小 参数 法 : 解 由 称 为 生成 名。 类 似 的 方法 可 以 用 于 一 种 非 自 治 系 : 
Бро 对 * 具有 周期 了 (s) 的 情况 ,并 求 其 (e)- 周 期 解 

向 题 求 方程 一 sinz 十 8cosz 的 2x- 周 期 解 。 使 得 当 a 一 0 时 ， 它 
变 为 х=0, УНЫЖХ е 阶 。 


$32. 相 图 的 遍 有 形变 


本 节 中 ,我 们 将 要 定义 相 图 的 拓扑 遍 有 形变 ,并 指出 它 对 于 最 
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简单 的 晓 化 奇 点 的 显 式 形式 。 


А. 局 部 分 枝 理 论 与 局 部 定性 理论 


正如 上 面 扩 说 的 , 当 考 虑 的 不 是 个 别 的 向 草场 ,而 是 含有 参数 
的 商量 场 族 时 ， 晓 化 奇 点 是 不 能 沙 去 的 。 在 通 有 的 向 量 场 族 中 只 
会 遇 到 最 简单 的 赔 化 。 
通常 的 微分 方程 定性 理论 方法 ( 见 第 三 章 )， 可 以 用 来 研究 向 
量 场 在 赔 化 奇 点 附近 的 构造 。 在 最 简单 的 晓 化 时 ， 用 这 些 方法 可 
对 相 图 作 完 分 完整 的 拓扑 研究 . 岂 以 我 们 可 以 既 对 参数 的 一 般 值 ， 
也 可 对 其 特殊 值 研究 局 部 相 图 。 这 就 是 研究 有 关 微 分 方程 族 问 题 
的 一 般 方法 . 

对 最 简单 的 分 核 加 以 考虑 就 发 现 ， 这 个 办 法 会 掩盖 发 生 在 参 
数 的 临界 值 附近 的 现象 的 本 质 .这 是 因为 在 接近 参数 的 奇异 值 时 ， 
非 虹 化 奇 点 的 邻 域 ( 在 其 中 相 图 由 局 部 理论 给 出 ) 将 会 缩 为 一 点 
СЕ 122), 然后 又 在 这 个 青 异 值 时 突然 如 联 地 变 大 结果, 想 图 的 
变形 (例如 接近 邻近 的 奇 点 ) 是 在 局 部 理论 适用 范围 之 外 的 ， 
于 是 局 部 理论 排除 了 在 参数 的 奇异 值 处 所 发 生 的 最 本 质 的 现 
象 ,这 就 是 分 核 . 
这 样 ,我 们 得 到 了 如 下 结论 :对 赔 化 奇 点 的 研究 ,只 有 和 对 这 
类 晓 化 不 可 排除 旅 的 研究 局 时 先行 Анжу, 这 一 研究 将 
在 相 学 间 和 参数 空间 的 意 积 中 漳 化 坷 点 附近 进行 。 аи, 相 
空间 中 的 奇 点 ,将 朗 在 其 一 个 领域 中 研究 相 | ,这 一 邻 域 不 能 依 癌 
于 参数 ( 当 参 数 趋 近 吞 异 值 时 ,这 个 邻 域 不 能 缩 为 一 点 )。 


2 е, 


Е 122 а 123 
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完全 同样 的 讨论 也 指出 ,错误 地 决定 (对 研究 分 枝 具 有 本 质 意 
义 参 数 的 个 数 ), 是 多 么 危险 的 。 例如 ,如果 用 单 参数 的 观点 去 研 
究 本 质 上 是 两 参数 的 现象 时 ,会 发 生 以 下 的 典型 的 现象 (图 123). 
对 丢掉 了 的 参数 的 每 一 个 值 ， 我 们 都 可 以 研究 依赖 于 第 二 个 参数 
的 单 参数 方程 族 的 分 核 ， 然 而 ， 若 我 们 研究 的 是 丢掉 的 参数 接近 
于 其 奇异 值 的 情况 ， 则 第 二 个 参数 值 的 区 间 可 能 会 缩 为 -- 点 ， 如 
时 我 们 把 这 问题 看 作 一 个 两 参数 问题 ( 即 在 第 一 个 参数 奇异 值 的 
某 邻 域 中 进行 ， 而 且 这 个 邻 域 不 依赖 于 第 二 个 参数 ), 则 可 以 用 分 
梳 的 局 部 方法 来 进行 研究 ,这 个 方法 从 单 参数 的 角度 来 看 ,就 好 象 
是 整体 性 的 了 ， 

封闭 相 曲 线 的 失 稳 ， 就 是 一 个 初 看 是 单 参 数 癌 题 而 实 为 两 参 
数 问题 的 例子 。 这 里 , 单 值 化 算 子 的 夯 有 值 的 模 是 一 个 自然 的 参 
数 ,但 是 第 二 个 参数 , 即 园 有 什 穿 过 单位 圆 时 的 幅 角 ， 却 时 常 被 忽 
№. 我 们 将 在 $34 中 再 加 到 这 个 问题 。 


В. наи 


ЭЙ # 一 vx, в). 

ЗАКА о 在 相 空 间 与 参数 空间 的 直 积 中 的 点 (о, в) 处 
的 芽 为 局 部 族 (v;xo, а). 这 个 菠 的 每 一 个 代表 元 都 是 在 直 
积 中 的 点 (x, во) 的 邻 域 中 (而 不 是 定义 在 相 空 间 的 点 хо 的 邻 域 
中 ) 给 出 的 。 

局 部 族 (1) (zs xs в) 与 (2) (wi уо, в) 的 等 价 仁 ， 就 称 为 
一 个 连续 映射 上 在 【xu a) М у 一 Ак, 6)， 它 的 代表 元 К, 
в) 对 每 一 个 8 都 是 一 个 同 胚 。 而 变 (1) 的 相 曲 线 (在 # 的 定义 域 
中 ) 为 (2) 的 相 曲 线 , 并 且 保 持 运 动 的 方向 ,以 及 (ао, 6) = у. ЗЕ 
Ж. в в Е, (+, 6) 不 一 定 把 点 x 变 为 y。 

设 有 局 部 族 (3) (из ао, мо), 并 且 有 连续 映射 ф, 二 ф(и), 
в = ра), Е яб, и) = ех, ФС), 我 们 就 说 (3) АНС) 
用 Pp 在 а ЧЮ. 


局 部 族 (0; хо, &) Ж 00, а) 在 如 处 芽 的 所 种 轨道 遍 


ЕНИР), 。 如 果 所 有 其 它 的 含有 这 个 芽 的 局 部 
族 者 等 价 于 由 此 诱导 出 来 的 族 ， 

以 下 我 们 有 时 也 将 痰 到 微分 方程 的 形变 ,等 价 性 ,诱导 ,这 有 
形变 等 等 , 指 的 就 是 对 于 给 出 这 个 方程 的 向 量 场 的 相应 宏 念 。 

应 该 强调 ,向 量 场 的 某 个 并 是 否 存在 着 拓扑 遍 有 形变 ,这 一 点 
绝 非 显而易见 ; 很 性 易 举 出 不 存在 具有 有 限 参数 的 这 种 形变 的 场 
的 例子 (例如 要 向 量 场 )。 然而 当 遍 有 形变 存在 , 而 县 我 们 已 经 找 
到 并 研究 了 的 情况 下 , 的 确 可 得 到 大 量 的 信息 。 求 出 并 且 研究 这 
有 形变 ,是 -种 对 相 图 的 分 歧 作 很 完整 的 研究 ,并 将 其 结果 加 以 集 
中 表述 的 手段 

Я. МОЖЕ 一 土 的 形变 < 一 土 еа. 

4х8, > 


С. Щощитайшвили 化 约定 理 


以 上 分 枝 的 例子 (一 对 奇 点 的 生成 和 消失 ) 是 直线 上 通 有 的 曾 
量 场 族 的 仅 有 的 分 枝 ( 见 531) .在 多 维 情况 下 ,一 对 奇 点 的 生成 和 
消失 也 是 通 有 的 情况 ,那么 ,对 于 相 图 会 发 生 什么 变化 ? 
结果 是 , 若 有 一 个 固有 值 为 0, 则 R" 中 一 般 暗 化 奇 点 的 拓扑 遍 
有 形变 ,可 以 由 前 例 作 简单 的 扩充 而 得 : 
а= +7 в, хЕВ, ЕВ, 
了 一 一》， ?ER (1) 
=: 56+, 
#- а. ЯР НИЕ, а= 2, 
这 个 方程 组 描述 结 点 与 鞍点 的 重合 (124). = 一 0 时 ， 即 得 所 


лу A 
МИА NN 


图 124 


«264. 


在 $31 中 , 我 们 把 相 空间 与 参数 空间 直 积 中 那些 使 特征 方程 
有 0 根 的 点 称 为 分 核 点 ， 

定理 在 单 参数 向 量 场 族 的 空间 中 ， 一 些 通 有 族 形 成 一 个 
处 处 释 密 的 集合 ,这 些 通 有 族 在 每 个 分 枝 点 附近 都 拓扑 等 价 于 族 
(1)( 在 原点 附近 )。 А 

ЕНЕ] а 一 1 的 情况 (这 时 证 明 是 显然 的 ,实际 上 ， 我 们 
上 而 已 证 明 这 点 ) 后 ,很 容易 证 明 。 这 种 将 相 坐 标的 个 数 减 少 到 所 
必需 的 最 小 值 的 化 约 ， 在 最 一 般 的 情况 下 ， 也 可 以 一 劳 永 逸 地 作 
出 。 

考虑 含有 有 限 个 参数 的 向 量 场 局 部 族 (v; хо, 6). 为 书写 方 
Еж = СЕВ", & == ОЕ Е, 

880 2(°, 0) 有 奇 点 * 一 0， 而 相应 的 特征 方程 有 п_ (或 相应 
地 #+, п) ТЕНИ (ВЖЕ ИИ ИНН Е). 

定理 ИРЕЕТ, 该 族 拓 盾 等 价 于 m 维 相 空间 上 族 的 
一 个 扩充 : 


Е (Е, 6)， ЕЕ Вт, в ВА, 
= —у, уЄК"-, 
Ж х, #6 В+, 
ЧЖЕНЕЛЕНЯ, А. Н. Шошитайшвили {11.( 或 [2] ,本 定 
理 是 在 后 文中 ,第 一 次 提出 的 ). 
证 明 的 程序 和 Аносов 关于 Аносов 系统 的 定理 证 法 相同 : 
证 明 的 基本 部 分 是 在 相 空 间 与 参数 空间 的 直 积 中 ， 作 出 五 个 叶 层 
构造 (压缩 的 , 伸 长 的 ,中 性 的 , 非 压 缩 的 和 非 脱 胀 的 [参数 可 以 看 
作 补 充 的 相 变量 而 适合 方程 上 一 0， 但 这 时 应 该 注意 ， 在 所 考虑 
的 等 价 变换 下 ,平面 s == const. ПХ. № 
五 个 叶 层 结构 的 存在 狂 是 出 Э. А. Тихонова {1] 和 М. \. 
Hirsch, С. С. Pugh，M. Shub [11 (不 是 为 了 分 梳理 论 的 需要 ) 
独立 证 明 的 。 再 早 些 ，w. = 0 的 情况 由 B、 А. Плис [2] #% 


17》 和 通常 一 柱 , 通 有 族 的 集 是 可 数 多 个 必 案 之 交 ， 且 在 族 的 定义 域 中 为 紧 的 或 在 
精细 拓 闪 的 假设 下 ,是 一 个 站 祭 。 
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过 

化 约 后 的 微分 方程 组 8 — о (Е, в) 可 以 在 原 方程 组 中 在 相 
空间 的 一 个 光滑 的 (并 且 光 滑 依赖 于 8 的) m 维 流 形 一 一 即 所 谓 中 
心 流 形 一 一 上 实现 。 中 心 子 流 形 的 光滑 性 是 有 限 的 (但 随 8 ->0 
而 增加 ), 这 子 流 形 又 不 是 唯一 决定 的 (最 简单 的 合子 即 可 证 明 )。 

然而 , 相 曲 线 的 性 态 , 包 插 分 核 的 整个 图 象 , 对 于 整个 方程 来 
说 ,是 由 在 中 心 流 形 上 发 生 的 事 决 定 的 (特别 地 ， 它 不 依赖 于 中 心 
流 形 的 选择 )。 

Шошитайшвили 还 证 明了 , 原形 变 的 遍 有 竹 等 价 于 化 约 后 的 
形变 的 遍 有 性 ( 闭 原形 变 在 中 心 流 形 上 的 遍 有 性 )。 

所 以 , 相 图 在 青 点 附近 的 局 部 暗 化 的 拓 提 研究 ,包括 一 切 可 能 
的 分 核 的 研究 。 可 以 限于 特征 方程 的 根 都 在 虚 轴 上 的 情况 。 过 渡 
到 一 般 情况 可 以 由 方程 组 简单 的 扩充 来 完成 ( 即 与 简单 的 通 点 
了 一 一 )， 一 z， 作 直 积 )。 

Я 由 上 述 可 知 ， 当 通 有 向 量 场 的 单 参数 族 有 一 对 奇 点 生成 
时 ， 由 生成 的 一 个 奇 点 到 另 一 个 奇 点 可 作 一 条 ( 且 仅 有 一 条 ) 想 曲 
线 ( 对 于 接近 于 分 枝 值 的 参数 值 而 言 ). 


$33. 平衡 位 置 的 失 稳 


当 特 征 方程 角 一 对 根 穿 过 说 轴 时 ， 我 们 研究 微分 方程 相 图 的 
分 校 . 


А. 例子: 柔性 与 刚性 失 稳 
先 从 平面 上 单 参数 向 量 场 族 的 一 个 例子 开始 ， 它 可 以 把 溯 到 
Poincare 与 Андронов, 我 们 将 它 写 为 复 形式 ; 
# = 210 8 + сез), 
воке х 0 ју 是 平 面 之 (看 作 复 变量 < 平面 ) 的 复 坐 标 ， 
上 例 中 ，wm 与 是 非 0 实 常数 ， 我 们 不 妨 认为 等 于 Бе 
实 参数 。 


* 266. 


1—07 в, 点 = 一 0 都 是 焦点 型 平衡 位 置 ， 当 < 0 时 ,这 个 
焦点 是 稳定 的 ; 而 > 0 时 ， 它 不 稳定 . в 一 0 时 ， 线 性 近似 
给 出 中 心 ; 当 s 一 0 时 , ВЕ с 的 符号 决定 : 当 “ < 0 时 ， 
它 是 稳定 的 ; 当 。 > 0 时 , 它 是 不 稳定 ， 

在 以 上 所 作 的 冀 点 关于 = 的 局 部 分 析 中 ， 我 们 注意 到 了 当 。 一 0 В 
点 失 稳 。 但 是 造 洞 了 一 个 重要 的 与 失 狂 有 关 的 情况 。 即 极限 环 的 生成 (图 
127)。 为 了 避免 这 种 错误 ,我们 应 该 考虑 《zss) 空间 中 0 的 邻 域 ， 而 不 应 该 
只 对 固定 的 在 s 空间 中 考虑 。 

研究 (zx，e) 空间 中 0 的 邻 域 ， 如 下 作法 很 方便 。 ВХ 
р(в) = гз, 由 (1) 可 求 出 的 方程 

б 2р(в + ср), р2 0. 
我 们 很 容易 在 射线 。 之 0 处 研究 所 得 的 方程 族 。 除 了 对 每 个 e 
偶 都 出 现 的 奇 点 p 一 0 以 外 ， 若 5 与 c 异 号 , ЖАД p 一 
一 6/c， 当 。 之 0 时 ,向 量 场 2 形 如 图 125 所 示 , 这 要 视 8 的 符号 
而 定 。 

点 Pp 一 0 相应 于 = 平面 的 原点 ,点 p 一 一 s/e 相应 于 一 极限 
ЗОН. с, в 异 号 时 , 它 才 是 实 的 。 


HH 


и 
$ Е 
250 Аа с<0 
出 zl 
#<0 р у 
° Е 
У ‘с>0 
图 125 图 126 


为 了 更 好 地 了 解 这 里 的 情况 ， 现 在 把 。 画 在 一 个 钠 上 ， 而 将 
lz1 画 在 另 一 轴 两 便 . 这 时 ,极限 环 当 参 数 变 化 时 的 性 态 如 图 126 两 
图 形 之 一 , 视 。 的 符号 而 定 。， 于 是 极限 环 的 半径 与 V sj 成 正比 。 
先 看 < < 0 的 情况 。 当 є 经 过 " 时 ,原点 处 的 焦点 失 稳 . s 一 
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ООК А ЧЕНО, АННА Е 
地 趋 于 0 (#127). 

ще >> 0 时, 相 曲线 离开 原点 到 正比 于 MV е 的 距离 时 ， 就 图 
绕 在 稳定 的 极限 环 上 。 因 此 , 当 “ 过 0 时 ,在 8 穿 过 0 时， 发 生 失 
稳 而 产生 一 个 稳定 的 宜 限 环 , 其 半径 随 V5 而 增加 。 


6сбо@б6 


Е<0* Е= é>0 


№ 127 图 128 


换言之 ,恒定 状态 失 稳 而 产生 了 稳定 的 周期 状态 ,其 振幅 正比 
于 参数 对 其 临界 值 的 偏离 的 平方 根 ， 物 理学 家 称 这 种 情况 为 自 振 
е>о (图 128),s <0 时 ,有 不 稳定 的 极限 环 ， 当 8 趋 于 0 
时 , 变 为 一 个 平衡 位 置 , 它 在 8 过 0 时 是 一 个 稳定 焦点 .6 一 0 时 ， 
焦点 变 为 不 稳定 的 (但 不 稳定 竹 是 级 的 ， 非 指数 的 )。 对 于 正 的 в, 


Рі ,而 当 人 参数 变化 时 ， 平 衡 位 置 失 稳 . 
ще 0 时 , 若 8 НАНТ 0 了 时 (甚至 更 早 一 些 ), 恒 存在 的 摄 动 
已 将 系统 拉 出 了 平稳 位 置 的 邻 域 ,而 路 人 另 一 种 状态 (例如 一 个 远 
离 的 平衡 位 置 ,极限 环 或 一 个 更 复杂 的 吸引 个}。 这 样 ， 当 参数 连 
续 变 化 时 ， 状 态 是 候 闪 地 胰 获 式 地 变化 的 。 

¢ 过 0 时 ， 新 生成 的 自 振 的 振幅 依 帧 但 不 光滑 地 依赖 于 参数 
《有 方 根 式 的 奇 性 ), 而 只 是 连续 的 ;在 这 个 意义 下 ， 运 动 状况 柔软 
地 变化 。 

在 研究 方程 (1) 时， 我 们 本 质地 采用 了 “ 遍 有 的 ”观点 ， 如 果 
ЖАР (а, в) 空间 的 邻 域 ， 而 是 对 固定 的 8 考虑 = 空间 的 邻 
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域 ， 则 会 吝 挤 极限 环 。 这 与 以 下 事实 是 相符 的 : 在 《参数 族 中 应 
该 考虑 余 维 数 克 的 赚 化 ;我 们 研究 的 余 维 数 为 ! 的 情况 , 伐 人 在 一 
个 单 参数 族 中 。 

事实 上 ,上 面 的 例子 穷尽 了 平面 上 一 般 的 单 参数 族 , 当 平 衡 位 
置 失 稳 时 , 相 图 分 校 的 可 能 情况 ,更 一 般 地 说 ， 当 特征 方程 的 一 对 
根 穿 过 虚 轴 时 ,也 是 如 此 。 


В. Роіпсагё-Андронов 定理 


考虑 向 量 场 的 单 参数 族 。 

设 当 参 数 为 0 时 , 场 在 0 点 有 奇 点 而 特征 方程 根 为 纯 虚 ( 相 空 
间 维 数 为 2) 的 。 

定理 。 在 具有 以 上 性 质 的 族 中 ， 通 有 的 局 部 族 拓 补 等 价 于 
ЕЯ. 

号 我 们 将 应 用 Poincar 将 方程 化 为 标准 形 的 方法 。 当 参 数 
为 0 时 有 共振 , 但 在 参数 取 接 近 的 非 0 值 时 则 没有 ， 当 参 数 为 0 
时 ,相应 的 共振 项 不 能 消去 ,但 对 接近 的 非 0 参数 则 可 以 。 如 果 对 
于 参数 的 接近 于 о 的 非 共振 值 ， 消 去 了 那些 在 参数 为 0 时 共振 的 
项 ， 则 变化 将 是 间断 依赖 于 参数 的 。 我 们 在 其 中 研究 相 图 的 那个 
邻 域 半 径 将 随 参 数 接近 共振 值 时 而 趋 于 0 . 

所 以 ， 我 们 不 但 不 能 当 参 数 为 0 时 消去 那些 e = 0 时 的 共振 
项 , 即使 参数 接近 于 0 时 也 不 行 。 结果 我 们 会 得 到 一 个 光滑 依赖 
于 参数 的 变换 ,变换 后 在 方程 组 中 只 留 下 参数 为 0 时 的 共振 项 ,以 
及 一 些 到 余下 的 奇 点 的 降 离 为 任意 高 阶 的 项 。 我 们 想 研究 这 样 得 
到 的 族 的 分 核 , 略 去 余 项 ,然后 或 者 验证 余 项 不 影响 相 图 变形 的 拓 
让 ,或 者 考虑 余 项 在 其 中 的 影响 。 

上 面 所 讲 的 程序 对 于 分 梳理 论 的 许多 问题 都 是 共同 的 。 现 在 
来 看 , 当 它 应 用 到 特征 方程 有 一 对 根 穿 过 虚 轴 这 个 具体 情况 时 ,会 
导致 什么 .共振 之 形 为 入 十 加 一 0 (hw 一 ба). 所 以 在 复 化 
Зри С? КТА ПА АА, И АГ ( 见 523): 
ё = (в) + (в), 十。 
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Ф, = (в) (в) + 5, 
ВЖ, АЕ ПЖ НЕ, ПИЕИИЕ 
的 变换 可 以 取 为 实 的 。 КАЯ ТН 95 — И Д Е ТП 
得 .此 外 ,在 实 平面 上 : о-в, 所 以 可 以 只 写 第 一 个 方程 ,而 将 其 
中 的 写成 xm 写成 3。 这 个 方程 可 以 认为 是 实 平面 R 上 的 
原 方程 写成 坐标 为 # МЕН С 上 的 另 一 种 ( 非 全 纯 的 ) 方 程 : 

和 一 (в) + а (в) + - >, 
НЕО |2] 的 5 次 的 余 项 。 

这 引导 我 们 讨论 方程 族 
# = Mi(e)z 十 а(5) 2, 

研究 的 方法 和 $33, А 研究 特例 的 方法 相同 .这 两 类 记号 之 间 的 对 
应 关系 如 下 : 


533 А 的 例子 | 2 в е 
还 有 的 放 | 24,0) Ҝеде) Rea0) 
在 通 有 的 族 中 ,有 


4(0) +0, 2 кебе). 0,Rea(0) = 0. 


分 校 就 是 极限 环 的 生成 与 消失 ( 当 Re al0) 和 Re 名 


el 


蜡 号 时 生成 )。 


如 果 上 面 这 三 个 量 均 非 零 ( 在 通 有 情况 下 确实 均 非 0 )， 则 路 
去 的 余 项 并 不 改变 分 核 的 图 象 。 只 要 考虑 函数 p = 1а 沿 向 量 场 
的 导数 就 容易 证 明 这 一 点 : 

b= 20 (Re (8) + pRe (5) + OF)), 

由 此 公式 容易 看 到 OLp) 并 不 影响 相 图 在 坐标 原点 的 某 个 (不 
依赖 于 в К), № 

实质 上 ，Poincare 就 已 知道 以 上 的 定理 ; 明确 的 叙述 和 证 明 
是 Андронов 给 出 的 [网 А. А. Андронов [11, А. А. Андронов, 
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Е.А. Леоитович-Андронова [1] (ХЯ А. А. Андронов 2%, 
186-216 页 )]。 我 于 1965 Е К. Thom 讲 了 这 个 理论 ,他 以 后 
就 开始 以 “Hopf 分 梳 " 的 名 子 研究 它 《 例 如 可 见 M. Hirsch, 5. 
Smale [1]). АРЕНЕ J. Е. Магѕдеп, М. McCracken [1] 的 
长 达 20 页 参考 文献 中 (甚至 在 В. Abrabam, J. Marsden [11 第 
二 版 的 30 页 的 参考 文献 中 ) 都 没有 Андронов-Леонтовин-Анд- 
pososa[ 1] 这 篇 基本 著作 .这 个 定理 也 可 见于 Андровов-Хайкин 的 
名 著 [1] +. 


с. 高 维 情况 

把 Роіпсагё-Андронов 定理 与 化 约定 理 《832) 联系 起 来 ， 即 
得 下 面 的 结论 . 

定理 。 R* 中 通 有 特征 方程 具有 ~ 对 纯 虚 根 的 向 量 场 的 拓 


扑 遍 有 形变 ， 可 由 Роіљсагё-Андронон 方程 组 简单 地 加 以 扩充 而 
得 : 


#= (+5422), ЕС, ЕВ, 


在 一 —и, HE 了 一。 
д = 0 РЕ В+, я = п. Бә. +2, 
研究 这 个 方程 组 没有 任何 困难 ， 


Я 。 令 # 一 3, #4 一 0, 而 二 前 的 符号 为 负 , 这 时 由 定理 可 
知 ,在 坐标 原点 的 一 个 与 s ЗЗД БВА, за ВГА Н ВА 
时 ,会 生成 一 个 半径 为 V6 的 柱 面 吸引 其 邻近 的 轨道 。 柱 面 上 
有 一 稳定 的 极限 环 ,而 所 有 的 轨道 最 终 都 围 绝 其 上 ， 于 是 ,这 个 情 
况 相应 于 出 现 自 振动 的 软 失 稳 。 

这 种 赔 化 的 情况 曾 由 许多 学 者 研究 过 ; 特别 Hopf 讨论 过 高 
维 情况 下 极限 环 的 生成 [1]。 Ю. И. Нейтарк [1] 和 Н. Н. 
Брушлинская [1] 得 到 了 进一步 的 结果 。 

上 述 的 一 般 定理 包含 了 相 图 变形 的 完备 的 研究 (而 不 只 是 极 
限 环 的 分 核 ) 然而 它 只 是 在 Шошитаишеиля 的 工作 中 得 到 证 明 ， 
他 利用 了 Андронов 和 Poincaré 二 维 情况 的 结果 和 化 约定 理 。 
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р. 在 流体 稳定 性 理论 上 的 应 用 


在 各 种 具体 问题 中 ,常常 遇 到 以 上 的 情况 .例如 : 力学 的 , 物 
理 的 ,化 学 的 ,生物 的 和 经 济 的 系统 每 一 步 都 会 有 失 稳 ， 现 在 我 们 
以 这 类 型 的 一 个 特定 癌 题 作为 例子 一 一 这 就 是 不 可 压缩 粘性 流体 


的 定常 流 的 失 稳 问题 。 


设 DD 是 流体 占据 的 区 域 ,v 是 ; 


方程 描述 
Ov 


速度 场 .运动 由 Navier-Stokes| 


я 0% 0) vAv — gradp +}, Шчо == 0, 
Я 


“是 粘性 系数 , # 是 无 势 体积 力 ; 压 强 由 不 可 压缩 性 决定 。 Ер 


的 边界 上 例如 可 以 给 出 附加 条 件 (viap = 0). 

та ГРЫ РЕ, Т 
өр 上 为 0 的 无 源 向 量 场 构成 的 ) 无 穷 维 空间 中 的 动力 杀 统 . 
实 上 ,我 们 只 在 二 维 倩 况 下 证 明了 此 事 . 


是 方程 定义 了 (由 在 
[ 事 
关于 Navier-Stokes 方 


程 解 的 存在 ,唯一 性 和 性 质 已 有 大 量 文 献 , 但 基本 问题 尚 待 解决 ] 
例如 考虑 平面 管道 中 具有 抛物 线 速 


度 剖面 的 Poiseuille 流 (图 129)。 对 粘 
性 系数 的 每 个 值 ，Poiseuille 流 都 是 此 
动力 系统 在 一 国 数 空间 上 
粘性 充分 大 时 ,这 个 平衡 位 置 是 稳定 的 、 


ВИНА. М 


但 粘性 威 小 时 ,就 会 失 稳 。 我 们 可 以 用 


图 129 $33 CH 


变化 。 


的 定理 来 研究 这 时 它 会 发 生 的 


当然 ， 对 无 穷 维 问 题 村 特别 "| 
别 危 险 ,因为 粘性 很 快 地 清除 了 高 


系数 ,该 系统 变 成 了 有 限 维 的 8?。 另 


心 。 有 可 能 无 穷 维 性 质 并 不 特 
矣 成 分 ,从 而 对 任意 非 0 的 粘性 
一 个 困难 在 于 我 们 不 能 确认 这 


1) 按照 Ю. С. Ильяшенко 的 思想 T” 上 的 Navier-Stokes 方程 的 任意 吸引 
子 维 数 不 超过 const. Ее. 最 近 М. И. Вишик 和 А. Бабин 对 于 有 边 的 二 
维 流 形 估计 了 这 个 维 数 的 上 界 : dm 人 const. exP(Rt7 е 是 任意 正 数 ， 一 一 


英 译本 注 
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个 系统 是 否 通 有 这 是 需要 通过 计算 来 验证 的 。 看 来 似乎 自然 会 
消 ," 一 般 形状 "的 区 域 中 以 及 一 般 的 体积 力 下 的 Navier-Stokes 
系统 是 遂 有 的 ;但 是 Poiseuille 流 是 很 特殊 的 ; 例如 , 它 有 一 个 很 
大 的 对 称 群 

我 们 限于 这 样 的 护 动 ,使 速度 场 沿 流动 以 波长 ! 周期 地 重视 . 
为 使 底 流 的 速度 正规 化 ,我 们 将 改变 外 力 使 之 与 粘性 成 正比 , 且 流 
体 的 流量 吕 为 常数 (Р = const. О»), 这 时 将 得 到 一 个 双 参 数 族 ， 
其 参数 为 1 与。 通常 以 它们 的 倒数 一 2x/1( 波 数 ) 和 R=const. 
01» (Reynolds 数 ) 为 参数 ， 这 样 。 造 成 不 稳定 的 粘性 减少 ， 相 当 
于 Reynolds д. 

计算 (不 用 计算 机 无 法 实现 ) 指 出 ， 当 Reynolds 数 增加 到 其 
个 临界 值 В) 时 ,有 一 对 复 
根 由 稳定 性 半 平 面 穿 过 虚 轴 到 
ЖЕНУ. тва 
到 这 样 的 失 稳 ， 即 有 ~- 极限 环 
生成 或 消失 。 

其 符号 决定 生成 刚性 振动 
或 柔性 振动 的 系数 。 也 已 经 算 Е: 
出 。 为 了 表述 这 个 结果 , 最 好 在 (а, В) 平面 上 作出 稳定 性 边界 . 
它 是 图 130 ЗИ": 它 的 最 左 端 是 最 重要 的 : 尺 坐 标 是 第 一 
АКВА, 绝 标 决定 了 造成 不 稳定 性 最 危险 的 波长 。 

事实 是 ,对 于 稳定 竹 边 界 的 整个 左上 部 分 ， 系 数 。 是 正 的 , 即 
有 刚性 激发 .因此 ,在 Reynolds 数 达到 临界 售 № 之 前 ,在 相 空间 
离 齐 平衡 位 置 ( 即 离开 Poiseuille 流 ) 的 地 方 , 即 已 发 生 振 水 状态 9， 
而 当 Reynolds 数 接近 №, 时 ,小 报 动 即 可 使 系统 进入 它 。 这 个 新 
的 状态 也 可 能 是 稳定 的 恒定 点 (用 流体 力学 的 术语 即 是 Poiseuille 
流 以 外 的 定常 流 ) 或 航 限 环 (流体 力学 中 称 为 局 期 流 ), 但 也 可 能 有 
更 复杂 的 构造 ， 例 如 可 能 是 环 而 上 的 条 件 周 期 运动 。 此 外 由 刚性 

17 对 于 任意 形状 的 系 辣 ; 另 一 个 可 能 竹 是 趋向 无 穷 ; 但 对 我 们 的 系 绕 * 这 显然 是 不 
会 发 生 的 ;因为 在 无 穷 远 处 , 岂 于 粘性 的 哈尼 作用 s 相 速度 是 指向 坐标 原点 的 . 
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激发 产生 的 状态 可 能 是 Аносов 系统 或 有 双 基 的 性 质 ， 即 有 吸引 
集 , 其 上 有 非常 不 规则 ,不 稳定 的 轨道 。 即使 自由 度 为 有 限 , 相应 
动力 系统 的 谱 也 可 能 是 连 绪 的 ( 即 当 吸引 集 维 数 为 有 限时 如 此 ). 
实验 学 家 称 这 种 状态 为 淇 流 。 

1963 &, Е. М. Lorenz 发 表 了 他 的 论文 [1], 他 第 一 次 观察 
到 了 (在 模拟 对 流 的 流体 力学 理论 的 三 维 相 空间 的 ) 方 程 组 有 非 平 
АНН. 

Lorenz 的 方程 组 形 如 

x о + ву, ў кх + тх у, ву — Бау =, 
7—28, 28/3, 看 来 ， 目 前 找到 了 双 曲 吸引 集 的 模型 都 食 有 
“ 硝 ” 型 项 , 亦 即 负 烙 性 项 ,而 在 Navier-Stokes 方程 中 则 没有 。 然 
而 1964 年 ， 当 作者 试图 对 二 维 环 面 上 具有 正弦 外 力 的 Navier- 
Stokes 方程 的 Tangpxa 近似 所 成 的 六 维 相 空 间 中 ， 技 一 个 双 曲 
ВОН Введенская 编 的 计算 机 程序 ), 发 现 吸引 集 显 然 是 三 维 
环 面 (可 能 是 因为 Reynolds 数 太 小 ). 就 作者 所 知 ,迄今 没有 找到 
Navier-Stokes 方程 或 其 Tangprn 近似 的 双 曲 吸引 僻 。 另 一 方 
面 , 上 面 讲 的 数值 试验 可 以 作为 把 微分 局 且 群 上 的 测 地 演 , 应 用 于 
流体 力学 的 一 系列 论文 的 起 点 [ 见 В. И. Арнольд [41, р. С. 
Ebin, J，Marsden [1], А. М. Лукацкий [1], [2]。 曲 率 为 负 ， 
ЧЕРНАЯ Т КСЕ Е. Лукацкий 对 多 与 T* 上 流 的 
ВЕНА ТЕКСТЕ) Ricci 曲率 为 负 ]. 

Henon 就 吸引 侯 上 具有 不 稳定 轨道 的 情况 提出 了 一 个 很 简单 
的 模型 (M. Henon [11). Непол 考虑 了 平面 上 的 二 次 “Cremona 
ЗА Г.Т, 而 

Та, у) — (у, х), Ти, у) = (Bx, у) 
Та, у) = (х,у + 1 — ак), 

有 趣 的 是 : 注意 到 ， 在 a 一 1.4, Б 一 0.3 时 作 的 数值 试验 表明 吸 
引 到 一 个 集 , 它 局 部 地 形 如 一 个 Canter ВИН, 但 在 
现 有 的 双 曲 性 定义 的 框架 下 ,我 们 还 不 能 成 功 地 加 区 描述 (甚至 不 
能 排除 此 党 可 能 分 散在 很 长 的 闭环 线 的 吸引 区 域 中 )。 所 以 ,数学 
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家 都 不 承认 Henon 015190008898, 与 此 同时 ， 从 实验 观点 
看 来 , 相 点 在 变换 反复 作用 下 的 运动 ,显然 具有 随机 的 浓 流 的 性 
质 ( 这 可 以 说 是 另 一 个 过 分 上 崇拜 公理 化 的 一 例子 )。 

Р. В. Плыкин [1] 作出 了 平面 上 真正 的 双 曲 吸引 集 的 例子 . 
他 作出 了 出 平面 上 具有 三 个 洞 的 区 域 ( 图 131 上 ) 到 它 的 阴影 部 分 
(图 131) 的 微分 同 胚 , 它 有 这 祥 的 性 质 :此 区 域 在 该 同 脖 逐次 作用 
ТЯ ИЖЕ ИЕН Е = 
集 的 距离 趋 于 0)， 这 个 交 局 部 也 是 Cantor ЖЕНУ, 
每 个 区 间 上 相近 点 的 距离 , 当 反 复 作 此 变换 时 , 都 会 增加 。 


图 11 
在 Marsden，McCracken [1] 中 ， 有 很 多 关于 分 枝 理论 及 其 
应 用 的 丰富 文献 (超过 350 2). 
当 Poiseuille 流失 稳 以 后 ,会 出 现 什 么 状况 呢 ? 一 些 专家 认 
为 ,解决 这 个 问题 已 经 是 现代 计算 机 能 力 的 界限 外 的 事 了 . 
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在 这 种 情况 下 ,必需 做 的 事 也 许 就 是 不 要 放弃 作 定 性 的 预测 。 
这 是 可 以 完全 不 需 计 算 而 只 要 依靠 上 述 的 有 关 分 枝 的 一 般 理 论 就 
可 做 的 事 。 

现在 考虑 的 问题 中 有 两 个 参数 : (БВ. НЕО т 
的 奇 点 外 ,还 可 能 有 剑 维 数 为 2 的 奇 点。 我 们 现在 来 看 其 中 之 一 ， 
即 与 с 的 变 号 有 关 的 。 计算 家 明 在 Reynolds 数 很 大 时 ， 在 失 稳 
的 舌 形 区 域 下方 ， 硬 激发 变 成 了 软 激发 。 为 了 理解 在 这 个 时 启发 
生 的 事 ， 需 对 这 个 二 重 的 晓 化 作出 一 个 双 参 数 的 遍 有 族 。 这 个 族 
很 容易 作 : 其 形状 如 

я — 2(іо + в + вай - са), ЕС. 
( 相 空 间 的 其 余 坐 标 对 应 于 稳定 的 固有 值 , 故 未 写 出 }. 由 图 130 可 
ЦЕ е Же ЖУ: а = 一 0 处 形态 变化 的 性 质 将 由 с, 
的 符号 决定 。 
和 前 面 一 样 , 令 e 一 中 ， 于 是 对 P 有 方程 
六 一 2p(a + 80 1 сий), р 2 0. 

ЗЕ = 和 < 的 符号 ,有 下 面 几 种 可 能 情况 。 

1. с, <0,в; < 0. Ща, 由 负 变 为 正 时 ,系统 柔滑 地 进 到 自 振 
动 的 局 期 稳定 状态 (图 132). 

2. га < 0,622 0。 当 є, 由 负 变 正 时 ,系统 很 硬 地 进 到 自 振动 
的 马 期 稳定 状态 ; 即 在 平衡 位 置 失 稳 前 产生 极限 环 ,以 及 失 稳 时 在 
平衡 位 置 上 生成 不 稳定 的 极限 环 ， 

我 们 可 以 在 硬 激发 为 软 激 发 所 取代 的 点 附近 ， 研 究 上 述 的 稳 
定 极 限 环 ,因为 它 很 接近 于 一 平衡 位 置 。 但 对 于 参数 (о, R) 的 其 
它 值 ,这 一 极限 环 可 能 有 一 解析 拓展 (在 远离 平衡 位 置 处 ); 我 们 将 
看 到 ， 可 以 在 平衡 位 置 硬性 失 稳 而 形成 的 不 稳定 极限 环 的 解析 拓 
展 中 来 找 它 。， 上 述 稳定 极限 环 可 能 是 造成 失 稳 时 或 失 稳 后 的 状态 
的 因素 之 一 。 

3. 2 > 0, в, <<0。 失 稳 是 软 性 的 ,但 极限 环 可 能 在 生成 以 后 
立即 消失 ,与 来 自 远方 的 不 稳定 极限 环 重 合 ， 这 以 后 ,系统 将 硬性 
禾 生 成 一 个 新 的 状态 。 | 
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А #& 
<0 
24 2 
+4 + 
Er {= 
0 >0 
20 >0 
图 132 


4. 0 之 0, 6; > 0， 通常 的 硬性 激发 . 

这 样 ,不 论 с, 的 符号 如 何 , 当 в, 的 符号 适当 时 ,上 述 分 析 使 我 
们 得 到 一 个 (与 单 参数 分 析 相 比 ， 在 定性 上 为 新 的 ) 现 象 ， ce < 0 
时 ,我 们 显 式 地 得 到 了 硬性 激发 后 出 现 的 状态 . 当 c:>0 时 , 则 发 现 
软 激 发 生成 的 状态 是 短 寿 的 ,为 了 决定 究 资 是 哪 一 种 情况 (ex <0 
或 > 中 实地 出 现 , 需 作 极为 繁复 的 计算 . 

在 流体 动力 学 稳定 性 理论 中 ， 稳 定性 区 域 的 边界 与 减 量 图 有 
种 种 奇 性 出 现 , 从 而 有 可 能 应 用 $ 30 的 结果 。 为 将 分 枝 的 一 般 理 
论 应 用 于 流 休 动力 学 稳定 性 理论 ， 重 要 的 是 要 讨论 那些 具有 各 种 
对 称 性 问题 中 的 通 有 情况 ,而 在 许多 流体 动力 学 问题 中 , 流 场 区 域 
吕 有 某 种 对 称 群 (例如 Poiseuille 水中 的 平移 群 ， 在 研究 参数 
时 ,这 个 群 的 表示 会 所 作用 )。 

定常 流失 稳 后 ,流体 的 人 性状 在 许多 著作 中 讨论 过 (例如 见 Л. 
Л. Ландау, Е. М. Лифшиц [1] 中 以 Л. Д. Ландау 在 1943 
年 的 工作 [1] 为 基础 的 $27 (湾流 的 发 生 ))。 在 这 个 理论 中 通常 假 
设 有 自 振动 的 软 激发 状态 ,同时 作者 还 研究 了 极限 环 的 失 和 多 ,Lan- 
dau 假设 在 这 时 会 出 现 频率 个 数 越 来 越 大 的 准 周 其 运动 :无疑 地 ， 
之 所 以 如 此 是 因为 他 不 知道 还 有 其 它 的 动力 系统 ， 
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1965 年 ,作者 就 上 述 理论 在 IHES (高 等 科学 研究 所 ,位 于 法 
图 Bures-Sur-Yvette) 的 В. Thom 的 讨论 班 上 作 过 讲演 。 六 年 
后 ，Ruelle 和 Takens [1] 作出 了 一 个 极限 环 失 稳 而 出 现 一 种 比 
痊 周 期 运动 更 复杂 的 性 状 的 例子 ;然而 , 他们 的 例子 有 点 怪 , 因为 
它 对 应 于 形变 参数 空间 中 度量 很 薄 的 ( 但 仍然 是 开 的 ) 区 域 ， 以 后 
实验 工作 的 总 结 可 以 在 Л В. McLaughlin, О.С. Martin [1] 
找到 。 - 
应 该 指出 ， 为 了 应 用 上 面 的 结果 ， 必 须 使 失 稳 在 软 状 态 中 发 
生 , 而 Poiseuille 流 的 失 稳 是 硬性 的 。 


Е 余 维 数 为 2 юй 


以上 分 析 了 的 种 种 情况 { 一 对 奇 点 的 生成 与 消失 ,由 奇 点 到 极 
限 环 的 生成 与 消失 ) 穷 尽 了 通 有 的 单 参数 向 量 场 族 中 奇 点 附近 相 
图 的 分 枝 的 各 种 情况 。 

在 两 参数 族 中 可 以 在 参数 平面 的 曲线 上 遇 到 这 些 奇 点 ， 但 除 
此 以 外 ,在 参数 平面 的 个 别 点 上 看 到 更 复杂 的 毁 化 。 在 这 些 更 复 
杂 的 旷 化 中 ,以 下 五 种 不 能 用 两 参数 族 的 微小 摄 动 来 消除 . 

ТАНЕ А Я СЕ 122) 

Ф 4+ вх + ва, ЄВ, 

容易 验证 ,上 述 形变 是 (拓扑 ) 遍 有 的 ;在 高 维 铺 况 下 ， 记 有 形变 可 
以 由 鞍点 扩充 而 得 。 

133 左 是 十 2 情况 的 分 枝 图 . 半 立 方 抛物 线 将 参数 平面 分 
成 两 部 分 。 在 小 的 一 块 中 ,系统 在 * 一 0 附近 有 三 个 平衡 位 置 ,而 
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在 大 的 一 块 中 由 有 一 个 。 图 133 右 是 当 参 数 沿 小 区 绕 s 一 0 一 周 
后 相 图 的 形态 变化 。 这 个 圆周 与 一 维 相 空 间 的 直 积 是 一 圆 环 ， 平 
衡 位 置 在 此 环 中 形成 一 条 封闭 曲线 ， 而 向 量 场 的 性 态 可 从 图 上 看 
жж. 
2. ЛИАНА. ГГ 
я = 2(ію + в, + ва 37), ЕС. 

分 枝 图 是 直线 st = 0 以 及 与 它 在 原点 相 切 的 半 条 抛物 线 ; 134 
ЕЗ аз 情况 的 分 枝 图 。 


图 1 


图 134 右 方 给 出 了 参数 绕 0 一 周 后 相 图 的 形态 变化 。 图 上 
的 环 是 参数 平面 上 的 圆周 与 一 直线 的 直 积 ， 在 此 直线 上 标 出 了 
士 |z|。 几 上 的 区 对 应 于 平衡 位 置 * 一 0, 而 每 个 极限 环 均 由 半径 
ЭШ в, + ss|z + [|= 0 аат, 

и НО АРА А ИАН 

3. РАНЫ, 

+. ВЫ ГИ. 

这 些 情况 还 没有 被 充分 地 研究 过 ， 所 以 不 能 作出 遍 有 族 ; 此 
外 ， 我 们 也 不 清楚 在 两 对 志 根 情况 下 是 否 存 在 拓扑 遍 有 的 两 参数 
《至 少 是 有 限 参 数 ) 族 〈 既 使 当 它们 同时 从 一 个 半 平 面 过 渡 到 另 一 
个 半 平 面 时 ,假设 其 频率 比 有 通常 的 不 可 通 约 性 也 是 这 样 ?)。 

最 后 , 余 维 数 2 还 有 一 个 情况 

5. 两 个 堆 根 、 下 面 的 参数 平面 (8,，s:) 上 的 方程 组 的 族 是 


0 但 可 参见 F. 1. Мотото» [1] 以 及 С. Joloadek 关于 情况 4 的 一 篇 即将 发 表 
的 文章 ,一 奖 洋 本 注 
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一 个 例 于 : 

да, 

ё = а + ах, + Яя, 
分 枝 图 把 e 平面 分 成 4, 了 B,C ,DD 四 个 区 域 (如 图 135), 对 应 于 在 
上 述 公式 中 选择 十 xyz。 


С Ш 3 
Оке 
ты А 


对 应 于 # 平面 上 四 个 区 域 的 相 图 见 图 135。 对 应 于 分 枝 图 的 
各 核 ,) 有 具有 余 维 数 为 1 的 方程 组 (P, 9, В, 5), ИЕ 135. 

我 们 要 注意 ， 在 分 支 $ 上 的 分 枝 一 - 即 由 一 圈 分 离 曲线 生成 
一 个 环线 -一 一 没有 包括 在 祭 维 数 为 1 的 奇 点 的 分 类 中 ， 因 为 这 不 
是 一 个 局 部 ( 即 在 奇 点 附近 ) 的 , 而 是 一 个 整体 的 现象 ， 因此 我 们 
看 到 ,在 对 奇 点 的 分 校 的 局 部 研究 中 ， 随 着 族 的 参数 个 数 的 增加 ， 
小 余 维 玫 的 整体 分 枝 开始 起 作用 。 由 此 可 知 ， 在 参数 充分 多 的 局 
部 问题 ，， 记 退 到 的 困难 和 结构 稳定 系统 (不 是 处 处 稠密 ) 的 困 奴 
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是 相同 的 ,后 者 就 是 Smale 在 研究 流 形 上 的 向 量 场 的 整体 问题 时 
2 $ 15). 

相应 于 公式 中 选取 ”一 ”号 的 分 校 ， 只 要 改变 + 和 =, 的 符号 ， 
就 可 化 为 前 面 的 讨论 ， 

定理 ” 相 平 闸 的 奇 点 处 特征 方程 具有 两 个 零 根 的 通 有 向 量 
场 ， 具 有 两 个 参数 的 拓扑 遍 有 形变 ， 而 且 等 价 于 上 述 两 个 形变 之 


换言之 ， 若 平面 上 的 通 有 两 参数 微分 方程 族 ， 对 于 参数 的 某 


ЗВАНИЕ В, ет ны 
НЕ 


#1 
这 个 定理 是 1971 年 由 >. И. Болан 证 明 的 , 首先 发 表 于 
Арнольд 的 综述 文章 [7] 中 。 Е. Takens 在 1974 年 也 宣布 过 类 
似 的 结果 。 遍 有 人 性 的 证 明 并 不 简单 难 在 于 研究 极限 环 的 
唯一 性 ， Богданов ХНУ РЕС Е 95 УЛ Г 
АИ. И, Р.И. Богданов [1], [2]. 


$34. 自 振动 的 失 稳 


在 分 核 理论 中 , 继 相 图 在 平衡 位 置 附近 的 形态 变化 问题 之 后 ， 
稍微 复杂 一 点 的 问题 就 是 相 图 在 封闭 相 曲 线 附 近 的 形态 变化 间 
题 ， 这 问题 迄今 仍 未 完全 解决 而 且 显 然 在 某 种 意义 下 不 可 能 解 
决 。 虽 然 如 此 ， 用 分 枝 理论 的 一 般 方法 可 以 给 出 有 关 这 种 形态 变 
化 的 本 质 的 信息 ; 本 节 将 对 这 个 方向 的 基本 结果 作 一 个 简要 的 要 
述 。 


А. 单 值 化 与 乘 子 

考虑 微分 方程 组 的 封闭 相 曲 线 ， 我 们 关心 的 是 当 方 程 有 小 的 
变化 时 , 相 曲 线 在 此 曲线 附近 分 布 的 形态 变化 . 

对 于 通 有 封闭 相 曲 线 附 近 的 相 曲 线 分 布 ， 除 了 相差 该 邻 域 的 
一 个 微分 同 胚 以 外 ,存在 有 有 限 多 种 可 能 性 。 为 了 挤 述 它们 ,在 封闭 


и 21. 


НН ЕВ О. ЕЕ: 


封闭 的 相 曲 线 的 小 截面 ( 它 在 


相 空间 中 的 余 维 数 为 1) .过 此 小 面积 上 充分 接近 о 的 一 点 的 相 曲 
线 将 时 新 与 此 小 截面 相交 ， 而 半 绕 


吸引 流 形 此 封闭 曲线 一 周 。 这 样 产 生 了 在 O 
Эли 。” 横 截 的 小 截面 到 它 自身 的 映射 这 


FR 映射 称 为 Poincaré ВАНН 136). 
» 点 0 是 Poincars ВНЖ 
22 ХЯР М О ЕЖА, 


这 个 线性 算 子 称 为 单 人 化 算 子 . 
图 134 单 值 化 算 子 的 加 有 伪 称 为 原封 
闭 相 曲 线 的 乘 子 。 解 一 个 周期 系数 线性 方程 ( 沿 相 阳线 的 法 向 变 


分 方程 ), 即 可 求 出 单 值 化 算 子 . 


设 所 有 条 子 的 模 均 小 于 1， 这 时 可 以 证 明 所 有 邻近 于 该 封闭 
相 示 线 的 相 曲 线 当 向 前 延 折 时 都 被 它 吸 引 ， 如 果 有 一 个 乘 子 模 大 


于 1, 则 存在 离开 封闭 相 曲 线 的 相 曲 线 ( 即 当 2 一 一 oo 时 , а 


封闭 相 曲 线 )， 


在 -- 般 情况 下 ， 有 几 个 图 有 值 在 单位 园 内 , 另 一 些 则 在 其 外 ， 


这 时 可 以 证 明 。 被 吸引 到 封闭 相 曲 线 的 一 切 相 曲 线形 成 取 引 流 江 


《或 称 稳定 党 形 )。 它 与 上 述 横 蕉 小 截面 交 的 维 获 就 是 单位 加 内 引 
ВИК. 与 此 类 似 , 当 + 一 一 oo 时 ， 


Ааа 


РАВЕН НИЧ, 
在 封闭 相 曲 线 的 附近 ,出 现 了 双 曲 情况 ( 见 $14): 所 有 其 它 


相 曲 线 中 ， 有 的 ( 当 * 一 十 co 时 ) 离 姑 


渐 近 趋 于 封闭 相 曲 线 的 相 申 
它 与 横 截 小 截面 之 交 的 维 数 


封闭 相 耐 线 《 即 沿 排斥 流 形 


远离 )， 有 的 则 ( 当 г > ор). 在 封闭 相 曲 


ВИНЕ, ЗЕЯ ЕВЕ РАННЕЕ, 51 
ВЕРНЫ МНН НЕА С ВЕ 


定 ， 


ЗЕ ЖАН ВУЗЕ. 
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В. 简单 说 化 


一 封闭 相 曲 线 称 为 非 娆 化 的 。 如 果 1 不 是 梁子 。 非 钳 化 相册 
线 在 系统 的 小 形变 下 不 会 消炎 ,而 只 会 稍微 变形 (将 隐 函 数 定理 用 
于 方程 1(*) 一 x 即 知 , 这 里 f 是 Poincaré 映射 )， 在 非 赔 化 封闭 
相 曲 线 的 形变 下 ， 禾 子 也 只 箭 微 变动 ， 所 以 吸引 与 排斥 乘 子 的 个 
数 在 形变 下 也 不 会 改变 。 只 要 原来 的 封闭 根 曲 线 的 乘 子 均 不 在 单 
位 圆 上 。 

通 有 的 封闭 相 曲 线 的 系 子 都 不 在 单位 圆周 上 ， 所 以 ， 在 通 有 
的 封闭 相 曲 线 邻 域 中 相 曲 线 的 分 布 是 结构 稳定 的 

但 是 如 果 考 虑 的 不 是 单个 方程 组 而 是 含 参数 的 方程 组 族 。 则 
对 参数 的 个 别 值 , 乘 子 可 能 位 于 单位 图 周 上 ,于 是 产生 了 分 校 问题 . 

和 通常 一 样 ,我 们 先 从 最 简单 的 赔 化 开始 , 即 单 参数 族 中 不 可 
消除 的 暗 化 。 在 我 们 的 情况 下 ,这 类 余 维 数 1 ИЕН ЕТ, РЗ 
上 , 单 值 化 算 子 的 特征 方程 是 实 的 ,所 以 每 个 非 实 乘 子 都 有 复 共 连 
乘 子 ， 所 以 单位 圆 上 或 者 有 两 个 复 共 辑 乘 子 ， 或 者 只 有 一 个 ， 即 
+1 或 一 1， 所 有 这 三 种 情况 (复数 对 、-+1、 一 1) 都 相应 于 函数 
空间 中 余 维 数 1 的 流 形 ， 

例如 考虑 一 封闭 相 曲 线 在 函数 空间 中 的 稳定 性 区 域 的 边界 ， 
它 是 函数 空间 中 的 超 曲 面 ， 且 有 三 个 余 
维 数 1 的 分 支 。 第 一 个 分 支 相应 于 具有 
Е а Е 
二 个 则 相应 于 乘 子 十 1， 第 三 个 相应 于 
ЗЕР 一 1 ;所 有 其 余 乘 子 都 在 单位 顺 内 
(图 137)。 

这 三 个 余 维 数 1 的 超 曲 面 沿 余 维 数 я 17 
2 的 曲面 相交 ,并 有 进一步 的 奇 性 . 例如 第 一 个 超 曲面 的 自 交 曲面 
相应 于 两 对 模 为 ! ЕЕ. 

所 以 ,封闭 相 曲 线 的 失 称 是 余 维 数 的 晓 化 问题 初 看 起 来 ， 
为 了 研究 分 枝 , 必 须 考 谍 通 有 的 单 参数 冯 。 但 事实 并 不 这 样 简单 : 
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我 们 将 看 到 ,在 失 稳 同 题 中 , 当 一 对 乘 子 穿 过 单位 回 局 时 。 有 两 个 
本 质 的 参数 ， 但 是 首先 郑 虑 ,从 单 参数 观点 能 得 到 什么 结论 。 

先 考虑 有 一 个 梁子 为 1 的 情况 。 这 个 情况 与 单 参数 族 中 平衡 
位 置 的 分 校 问题 本 质 上 相同 。 通 有 的 情况 是 一 对 封闭 相 曲 线 的 生 
成 与 消失 。 这 时 。Poincart 映射 有 两 个 不 动 点 生成 或 消失 。 

例 1 考虑 z 轴 到 其 自身 的 映射 ， zx-> zx 十 只 ， 点 一 0 
是 不 动 点 ， 而 生子 为 1， 考虑 具有 接近 于 0 的 参数 6 的 单 参 数 形 
变 


ҺО) rt ча. 

这 个 形变 是 拓 补 遍 有 的 。 考虑 由 直线 到 其 自身 的 任意 变换 ， 

并 设 它 有 乘 子 为 1 的 不 动 点 ， 攻 此 映射 在 不 动 点 的 二 阶 导 数 不 为 
0 (在 某 一 坐标 系 下 ， 从 而 在 任意 坐标 系 下 均 不 为 0) ， 则 称 此 晓 
C 的 不 动 点 为 正规 的 . 
车 蜡 化 的 不 动 点 是 正规 徇 ， 则 存在 此 映射 的 单 参数 拓扑 遍 有 
形变 ,这 时 ,映射 本 身 及 其 遍 有 形变 , 均 在 0 点 附近 局 部 拓扑 等 价 
于 上 述 特殊 映射 六 的 形变 f。。 

为 了 进 到 多 维 情况 ,需要 定义 所 作 的 形变 的 扩充 。 

例 2 考虑 线性 空间 到 自身 的 如 下 映射 : 

(у, 2, н, 9) > (2у, —2=, |2, —012), 

у, х,и, 2 是 四 个 子 空间 的 点 ,这 些 子 空 间 的 直 积 即 是 所 述 的 线性 
Зза]. ИРА ЧЕ ОАО (у 与 # 所 属 的 空间 维 数 
ЕЖ, з, о 所 属 空 间 的 维 数 为 0 或 1)， 

考虑 任意 的 具有 一 个 不 动 点 的 光滑 映射 。 设 其 所 有 豫 子 均 不 
在 单位 加 局 上 。 这 时 在 不 动 点 附近 ， 此 上 映射 拓扑 等 价 于 一 个 标准 
鞍点 型 映射 (由 $ 13 的 Grobman-Hartman 定理 易 见 )。 

03 і 中 直线 映射 的 形变 和 标准 鞍点 型 映射 的 直 
积 。 我 们 将 得 到 映射 的 单 人 参数 族 ,其 参数 为 s, 而 坐标 在 原点 附近 
变动 如 下 : 

(zj у, 2, и, Р) (= ав, 2y, 22, н[2,—6[2), 

АИЖК. ВЕТРОВА ЮО. 
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定理 。。” 通 有 的 单 参 数 映 射 族 ， 在 不 动 点 附近 拓扑 等 价 于 上 
ЖЖ НЕТ 1, А ИВЕ ТЮ 1 的 值 附 
近 。 

如 一 维 情况 的 证 明 很 容易 。 高 维 情 况 可 以 用 Шошитайшвилн 
定理 ($ 32) 化 为 一 维 情况 , 此 定理 对 微分 方程 与 映射 均 适 用 。 乱 


С. жУя 一 1 的 情况 


当 出 现 乘 子 一 1 时 ,封闭 相 曲 线 光滑 依赖 于 参数 ,而 其 本 身 不 
会 分 枝 。 然 而 将 有 另 条 一 封闭 相 曲 线 ， 由 它 分 出 来 的 分 核 环绕 两 
К. 为 了 理解 这 点 ,我 们 再 求助 于 Poincare 映射 

ИІ 考虑 直线 到 其 自身 的 映射 


(в) 一 я, 


其 不 动 点 的 乘 子 为 一 1， 

ЖА ВЧЕРА: 

Р. (0) = (8 — Печи, 

定理 НАКИ А. ЕН АО. ГАО ЗА А АСТЕ 
жами а ЛОН Я —1, ПИ ЯЕ 
子 为 一 1 的 值 陶 近 . 

号 考 赎 直线 的 单 参数 映射 族 , 其 不 动 点 的 习 子 ( 当 参 数 取 某 值 
时 ) 成 为 一 1 

由 隐 函 数 定 理 , 不 动 点 光滑 依赖 于 参数 。 可 以 用 一 个 光滑 依 
赖 于 参数 的 坐标 变换 ,把 不 动 点 移 到 原点 ， 

现 作 Poincare #5 ($ 25) 以 逐步 消除 非 共 据 项 ， 如 果 保 贸 
那些 ( 当 参 数 取 临 界 值 时 ) 成 为 共振 的 项 ,而且 不 仅 当 参 数 取 这 些 
值 时 这 样 作 ,在 参数 取 邻 近 值 时 也 这 样 作 , 则 这 些 变换 将 光滑 依赖 
于 人 参数。 

在 这 祥 的 情况 下 ,所 有 的 奇 次 项 都 是 共振 项 。 所 以 , 喘 射 许可 
以 化 为 


zy ал? + 0(|&|?), 
На, @,O 均 光滑 依赖 于 参数 。 
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在 通 有 的 族 中 , + 对 参数 的 导数 , 当 1 = 1, ЖРО 

时 ,可 取 s 一 1 十 2 为 参数 ,而 形变 成 为 
іэ (8 — 1)x + а(в) + OC|#|), 

对 于 通 有 的 族 eo(0) 六 0。 作 坐 标的 光滑 依赖 于 参数 的 拉 何 ,可 以 
8 о(в) — +1, 

还 需 证 明 项 不 影响 旋 的 拓扑 型 。 考 看 此 映射 的 二 次 迭代 

а-э (в — Пух 4 (Е — 1)ar + а(в — 1)x + ОСА |>). 
а 
Ве —28(1 + +) + @а+ 2+ ОС (9), 


ДДЗТ л ТЕ (x, в) 平面 上 的 零 等 值 线 (图 138), 图 
138 ТЕК. р 

ЭРЫ ЛЕН ЕДУ А В НТН ВИ АНИ 
子 在 横 截 通过 单位 圆周 时 成 为 一 1 (与 乘 子 成 为 ! 的 情况 不 同 , 这 
时 乘 于 -~ 般 地 并 不 穿 过 单位 贺 )。 МНЯ —1 
时 ,不 动 点 失 稳 . 然后 就 有 两 个 可 能 ,这 要 视 о 系数 符号 而 定 ， 其 
一 ,除了 失 稳 的 点 以 外 (在 距离 为 参数 与 其 临界 值 差 的 平方 根 的 点 
处 ), 又 出 现 了 周期 为 2 的 稳定 封闭 环线 (上 映射 平方 的 两 个 不 动 点 )， 
这 是 软 失 稳 情 况 ; 其 二 ,由 于 失 稳 前 即 接近 一 个 二 叭 环线 而 使 用 引 
区 域 缩 为 一 点 0〈 硬 性 失 稳 )- 

将 标准 鞍点 扩充 如 上 所 述 , 即 可 得 到 高 维 时 的 图 象 ， 


8 138 型 139 
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应 用 以 上 讲 的 关于 封闭 相 曲 线 的 Poincart 映射 的 一 切 结果 ，、 
即 得 软 失 稳 情况 的 图 象 ( 如 图 139): 原来 的 环线 失 稳 ,但 是 出 现 一 
个 稳定 环线 ,其 周期 大 约 是 原 周期 的 2 Е. 

上 面 所 说 的 现象 可 以 很 好 地 在 实验 中 看 到 ， 下 面 的 例子 引 自 
Г. И. Баренблат 在 И. Г. Петоровский 讨论 班 上 的 一 次 报告 . 
ЗЕ 8 УЕА ИЕ ЯЕ ПАВ РЫВ Ае. ЗИВ ЛА, ИУ 
过 程 是 准 静态 的 (可 以 认为 时 间 为 参数 ; 相 点 在 稳定 平衡 位 置 上 ， 
所 有 观察 到 的 量 均 是 常量 ,到 确实 是 随 着 时间 缓慢 变化 的 )。 然 而 
在 参数 的 某 些 值 上 ( 即 当 拉 伸 足够 时 ) ,图 象 发 生 了 变化 ,各 种 物理 
参数 (例如 胶片 的 长 度 =) 作为 时 间 的 函数 其 形状 如 图 140 所 示 
(图 中 每 一 次 振动 可 以 认为 是 发 生 在 参数 的 一 个 固定 值 上 ,而 下 一 


次 振动 的 参数 值 只 是 稍 有 改变 )。 
гі 
nn 
и | | | | | 
А yy 


一 一 一 一 -一 
2 


Е: 
ы 10 


ЕЕ ЕЕ ИК: 点 1 相应 于 
平衡 位 置 的 软 失 稳 并 激发 出 自 振动 。 很 明显 ， 其 振幅 与 趣 临 界 性 
的 平方 根 成 正比 。 点 2 相应 于 环线 由 于 有 笋 子 容 过 一 1 而 软 失 
з. 

事实 上 , 设 在 相 空 间 中 发 生 了 图 139 那样 的 形态 变化 . 

每 一 个 物理 可 观测 量 都 是 相 空 间 中 的 函数 。 当 相 点 位 于 平衡 
位 置 时 ,物理 量 是 常数 ， 当 想 点 沿 环线 运动 时 ,时 2 是 时 间 * 的 周 
期 沙 数 (振动 振幅 随 环 线 的 大 小 而 增加 ). 环线 的 重 氨 ( 见 图 139) 
表示 最 依赖 于 时 间 的 周期 加 倍 。 这 一 点 在 实验 上 也 观察 到 了 ( 
140). 
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ЖАНЕ Я), ЖИ ЕР, НОЕ 
的 时 间 依赖 性 (例如 心电图 仪 )。 许多 情况 下 ,由 相 曲 线 或 其 在 某 
个 平面 上 投影 的 形状 ,对 现象 的 特征 会 有 更 清楚 的 表象 ， 这 个 方 
法 早已 用 来 诊断 力学 自 振动 系统 ， 如 泵 的 故障 。 把 这 个 方法 用 于 
心电图 也 早 由 医生 们 提出 了 . 


р. 一 对 铺子 穿 过 单位 贺 


我 们 对 这 个 情况 的 了 解 远 不 如 前 两 个 。 拓 扑 遍 有 形变 写 不 出 
来 ,而 且 可 能 根本 不 存在 。 虽然 如 此 ，Poincare 的 方法 能 够 得 出 
本 质 的 信息 .我 们 先 从 ( 乘 子 位 于 单位 圆周 上 时 ) 幅 角 与 2x 不 可 通 
约 的 铺 况 开始 (这 个 情况 可 以 认为 是 普遍 的 ,因为 有 理 数 集 的 测度 
№0). 

设 被 映射 的 空间 维 数 为 2 ЖЕ, ЕЖЕ 
的 光滑 坐标 变换 ,可 将 映射 族 化 为 

st—> 4(8)z(l + ale)|s|: + OC!#1)), 

其 中 实数 。 是 族 中 的 参数 ，1(0) — ее, a 96 22/4. 对 于 通 有 的 
族 有 dl4l/del, 0， 这 表示 可 取 |4| 一 1 为 参数 。 

设 没有 0(|z|9 这 一 项 ， 这 时 研究 映射 是 容易 的 。 事实 上 ， 
一 点 的 象 的 模 由 原 象 的 模 决定 ,这 样 得 到 实 呐 身 

т АІ в]. 
对 于 12| 一 1 十 se， lel «1, «1, 我 们 有 
ЈАН а] ә 1 + eRear? + ›-., 

对 于 通 有 的 族 。Rea зе 0。 当 в 穿 过 值 0 时 , 失 稳 的 不 动 点 将 会 生 
成 一 个 (半径 与 ТЕТ 成 比例 而 且 对 喘 射 不 变 的 ) 圆 (或 者 有 一 个 
圆 在 这 点 消失 )、 在 前 一 情况 ( 即 有 贺 生 成 ), 它 是 稳定 的 而 在 后 
一 梢 况 下 , 它 不 稳定 。 在 区 局 上 ,映射 即 化 为 旋转 。 

现在 回 到 被 略 去 的 项 ， 我 们 者 它 们 是 否 影 响 上 述 结论 。 

可 以 证 明 ,对 于 完整 的 ( 即 未 略 去 0(1z|9 的 ) 映 射 ,确实 存在 
半径 为 Vie| 数量 级 的 不 变 的 封闭 相 曲 线 ( 见 В. 1. Sackerf1]). 

这 个 对 闭 曲线 的 稳定 性 在 摄 动 下 仍然 保持 .然而 在 此 曲线 上 。， 
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完整 的 映射 与 没有 余 项 的 映射 构造 不 同事 实 上 ， 在 此 不 变 曲线 
上 ,完整 的 映射 可 以 既 有 有 理 的 又 有 无 理 的 旋转 数 .不 变 曲线 上 如 
此 得 到 的 映射 把 不 一 定 拓扑 等 价 于 旋转 。 
在 有 理 施 转 数 时 ， 它 一 般 说 来 有 有 限 个 周 
期 点 。 且 交替 好 为 稳定 与 不 稳定 的 。 这 些 
周期 点 是 原来 的 由 平面 到 其 自身 映射 的 蒜 
点 与 结 点 。 这 样 , 在 有 理 旋转 数 时 .不 变 
线 由 一 串 在 结 点 处 连结 的 鞍点 之 分 离 曲线 . 
构成 (图 141)。 

注意 , 屠 点 的 分 离 曲线 是 光滑 的 ,但 当 图 141 
从 两 人 接近 结 点 时 。 两 条 分 离 曲 线 通 有 地 只 组 成 具有 有 有 限 光滑 性 
的 曲线 ， 于 是 , 通 有 的 情况 是 ,不 变 曲 线 只 有 有 限 光滑 性 .很 容易 
看 到 , 当 参 数 接近 于 使 乘 子 穿 过 单位 图 的 信 时 ,不 变 曲 线 的 光滑 性 
增加 到 无 穷 可 微 。 

车 映射 是 微分 方程 的 Poincaré 映射 , 则 其 不 变 曲 线 决定 了 三 
维 相 空间 中 的 不 变 环 面 , 它 完 全 由 相 曲 线 构成 。 不 变 曲 线 即 此 环 
面 的 机 蕉 切口 。 此 环 面 只 有 有 限 光滑 性 。 越 接近 环 面 由 环线 生成 
的 时 刻 ,光滑 性 越 高 ， 当 参数 在 族 中 变化 时 ， 环 面 上 的 旋转 数 , 一 
般 地 ,是 变化 的 ,所 以 它 婚 可 取 无 理 值 , 也 可 取 有 理 信 。 

从 上 述 的 关于 分 核 的 图 象 可 见 , 尖 一 对 乘 子 穿 过 单位 回忆 时 ， 
在 通 有 的 单 参数 族 中 。 不 会 爱 到 周期 解 分 枝 为 重 数 超过 2 的 局 其 
解 .事实 上 ,这 个 情况 只 会 发 生 在 臣子 (在 具有 有 理 幅 角 的 点 上 ) 穿 
过 单位 圆 所 时 ,而 这 是 一 个 例外 的 , 非 适 有 的 情况 。 

为 了 理解 为 何 会 产生 具有 大 周期 的 周期 运动 、 必 须 芳 谍 两 参 


数 族 。 
事实 上 ,只 有 在 两 参数 族 中 ， 乘 子 才 会 变 成 单位 根 ( 异 于 十 1 
和 一 1) 而 且 不 可 改变 。 对 一 个 不 动 点 在 共振 时 (这 时 有 一 个 乘 子 
接近 于 单位 根 ) 的 失 稳 作 两 参数 的 若 虑 . 这 使 我 们 能 更 好 地 了 解 单 
参数 族 当 乘 子 穿 过 单位 圆 局 时 的 分 核 。 共 体 地 说 ,我 们 将 看 到 ,一 
些 从 单 参数 观点 看 来 是 非 局 部 的 形态 变化 ， 如 有 果 和 看 作 两 参数 问题 
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就 可 以 用 局 部 方法 研究 ， 特 别 地 ， 我 们 可 以 如 此 研究 一 些 硬 性 失 
稳 的 情况 ,并 且 在 环线 硬性 失 稳 后 ,可 以 了 解 系 统 路 变 成 的 状态 、 


Е ЕАН 


考虑 一 个 由 平面 到 平面 自身 的 映射 ， 并 在 其 不 动 点 附近 来 讨 
论 ,这 个 不 动 点 有 乘 子 为 1 的 4 > 2 次 根 。 按 照 Poincaré 的 一 般 
方 沃 ( 见 第 五 章 ), 可 以 在 适当 的 坐标 系 下 将 此 族 写 为 x 下 > ал+ 
4(1z|D + 8861 + О(|21")], 4, 4, В, О ЖЕНЕ в. 

我 们 不 必 去 研究 这 个 映射 ， 而 走 另 一 条 路 。 在 共振 情况 下 ， 
Poineare 方法 的 每 一 步 都 可 归结 为 沿 相应 的 Seifert 叶 层 构造 
($21) 作 平均 化 。 所 以 我 们 不 必 将 Poicaré 映射 化 为 标准 形 , 而 可 
以 在 一 环线 附近 将 相 了 曲线 的 原 方程 化 为 具有 2= 局 期 系数 的 非 自 
治 方程 ， 再 用 对 时 间 为 2xg 局 期 的 坐标 变换 把 它 化 为 标准 形式 
($26). 

这 样 做 的 结果 是 得 到 在 新 坐标 系 下 系数 对 + ЯН Й 229 
《并 光滑 依赖 于 参数 ) 的 如 下 方程 : 

Eat ДАС?) + в + ОСЕ), 

这 里 ，s 是 一 复 参 数 , 4, вез, = 0 对 应 于 共振 ( 即 原 
方程 有 一 个 乘 子 为 4 次 单位 根 的 情况 ). 

注 1 ”由 以 上 的 论证 特别 可 得 

(1) 到 4 + 1 次 在 内 的 项 (甚至 直到 任意 高 次 项 )。 Poineare 映射 都 与 
一 个 平面 向 曲 场 的 相 流 变换 相同 。 

(2) 这 个 向 量 场 在 平面 微分 同 胚 的 一 个 4? 阶 循环 群 下 不 变 ， 

(з) 结论 (1),(2) 不 只 对 个 别 的 geincare 上 映射, 而且 对 它们 的 光滑 依 
嫌 于 参数 的 族 也 对 ; 此外， 该 群 及 在 此 群 下 不 变 的 向 量 场 都 光 消 依 琼 于 参 
数 。 


注 2 ”一般 说 来 ,未 略 去 高 次 项 的 准确 的 Poincart 忌 射 不 是 任何 向 量 
场 的 相 浏 变换 * 也 不 能 与 任何 有 限 的 微分 同 且 群 交换 。 

由 上 可 见 , 豆 到 上 蝶 离 诸 相 曲线 为 任意 高 次 的 项 为 止 ,9 > 2 阶 
共振 附近 失 稳 的 分 校 问题 ， 可 以 归结 为 平面 上 通 有 的 二 参数 向 量 
场 的 相国 的 形 恋 变化 闻 题 ,此 场 对 角度 为 2x/4 的 旋转 不 变 . 车 
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< 4， 则 此 共振 称 为 强 的 

2 阶 或 ! 阶 共振 也 可 归 人 这 个 格式 . 即 是 ,一 个 环线 ( 当 一 对 
乘 子 穿 过 单位 图 时 ) 失 稳 对 应 于 函数 空间 中 一 个 余 维 数 为 1 的 起 
曲面。 它 没 着 余 维 数 2 Е НТ +В 一 1 的 起 
曲面 。 这 些 余 维 数 2 的 岂 面 上 的 遂 有 点 对 应 于 Poincare 映射 有 
ЖЕНИ 1 (或 一 1) 而 yordan АХ РИЧИ 

所 以 研究 蔷 子 穿 过 单位 图 的 边界 的 情况 。 走 到 任意 高 次 项 为 
十 ,归结 为 研究 平面 上 通 有 双 参 数 向 量 场 的 相 图 的 形态 变化 ,这 个 
场 在 角度 为 294 (9 一 1，2) 的 施 转 下 不 变 。 而 且 对 参数 的 茶 些 人 
有 一 个 奇 点 ,其 线 狂 部 分 是 一 宕 零 Jordan 方块 ;相应 的 线性 方程 
可 以 化 为 


Ф = у, ўт 0, 
最 后 ， 在 共振 附近 失 稳 时 的 形态 变化 问题 导致 研究 平面 上 的 
等 度 变化 两 参数 向 量 场 族 的 相 图 的 分 核 ， 现在 就 来 研究 这 个 问 
题 。 


$35. 平面 上 等 度 变 化 向 量 场 的 遍 有 形变 


对 于 某 个 对 称 群 为 不 变 的 向 量 场 根 图 的 形态 变化 问题 ， 在 研 
究 各 种 (有 对 称 性 出 现 的 ) 现 象 时 ， 它 自然 会 发 生 的。 这 种 对 称 性 
在 问题 的 提出 时 就 已 出 现 。 

更 令 人 惊奇 的 是 ,在 一 个 原来 没有 对 称 性 的 情况 下 ,在 研究 共 
振 附 近 的 分 校 时 ($21,$34), 也 出 现 对 称 相 空 间 的 形态 变化 问题 . 
我 们 在 本 节 中 正 是 要 讨论 对 称 相 图 的 分 枝 ， 而 这 是 研究 共振 所 必 
вю. 


А. 平面 上 的 等 度 变化 向 置 场 


Фра з 平面 上 的 向 量 场 .我 们 将 把 它 看 作 C 上 的 复 
和 倘 ( 但 不 必 全 纯 ) 函 数 。 它 在 0 点 的 Taylor 级 激 可 以 写作 ХРа.- 


=, 
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命题 ШРЫ зр МА ?19 时 ， 仍 变 为 自身 .这 
时 系数 Ра, 只 当下 一 = 1(modg) 时 , 非 0， 

因为 Taylor 级 数 是 唯一 的 , 故 当 z 旋转 角 29/0 时 ,其 每 
一 项 也 旋转 2</9， 复 平 页 上 的 点 x 二 旋转 一 个 角 2x( — 0/9, 
当 上 述 条 件 满足 时 ,这 个 旋转 只 当 А — 155 1(modg) 时 , 才 与 旋 
转 2x/9 相同 . > 

推论 在 旋转 2x/9 下 ,不 变 的 微分 方程 形 如 

# — АС") + Bs ОС[а[е0), (9> 2). 

Ф258 (, ОРИСЯ А — / = 1(modg) КІЕМ, 
仇 些 点 位 于 平行 于 第 一 象限 角 平分 线 的 射线 上 ， 这 些 射 线 起 手相 
应 于 单项 式 =， вен, ен, о 01, 00074, И. ЧЕЙ 
们 在 上 述 单项 式 中 , 求 次 数 最 低 的 单项 式 (图 142). 
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图 16 


我 们 先 在 由 点 = 发 出 的 射线 上 依次 得 出 几 个 单项 式 ( 即 单 项 
式 z|xl*), 然后 是 单项 式 到 -所 有 其 它 单 项 式 的 次 数 不 小 于 4 
+1 142). > 

定义 以 上 方程 略 去 O 项， 称 为 主 方程 , 它 对 旋转 2r/4 不 
变 。 主 方程 右 方 称 为 主 9- 等 度 变化 场 。 

例 对 3 阶 与 4 阶 旋 转 群 不 变 的 主 方程 是 

ам ве + 42| #2 ВР; а = вх + Az|zl’ + ВР. 

为 了 陈述 有 关 合 参数 的 等 讼 变化 向 是 场 相 图 形态 变化 的 分 析 

结 暴 ,我 们 引进 以 下 的 定义 对 以 后 论述 是 很 方便 的 、 
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В. Жажа - 


ВСН АННЕ, ЗЕРЕ АН + 的 向 量 
Ж оз, д ЕВ КЮ О 0 点 附近 变化 。 ВЕНОК 
важ. 

族 在 点 1 ОНО, Ою а, 

ЖХ. 等 度 变化 形变 о 称 为 о, 的 等 度 变化 拓 拉 航道 谢 有 
(简称 遍 有 ) 形 变 ,如 果 对 和 的 任意 等 度 变化 形变 ww， 均 有 形变 的 
底 的 连续 映射 9 与 相 空间 的 一 族 局 胚 如，(%。 含有 参数 上 并 与 G 
的 作用 可 换 ) ,满足 如 将 场 wu 的 相 曲 线 变 为 场 wx 的 相 曲线 而 
且 保持 运动 方向 。 

换言之 ,一 个 等 讼 变化 形变 是 遍 有 的 ,如 果 每 个 别 的 等 度 变 化 


都 着 盾 轨道 等 价 于 由 遍 有 的 等 度 变化 形变 活 导 出 来 的 一 个 形变 
对 于 向 量 场 产 以 及 对 于 具有 特殊 仁 质 (例如 在 奇异 点 具有 
定 线 狂 部 分 ) 的 一 类 场 中 的 形变 ,也 有 类 似 定义 .现在 来 作出 这 有 


形变 ， 


С. 主 形 变 


考虑 平面 上 (在 旋转 2x/g，g > 2 下 ) 不 变 的 一 个 向 量 场 。 
定义 着 一 个 场 在 零点 的 线 狂 部 分 为 零 则 它 称 为 奇 时 的 。 
定义 ”一 个 g- 等 度 变化 主 奇异 场 wm(g > 2) 的 主 形变 , 即 
两 参数 族 v. 一 ez 十 wp， 两 个 参数 就 是 复数 8 的 实 部 和 虚 部 ， 
Я 4 一 3,4 时 , 主 形变 由 以 下 方程 给 出 
а= ва + еа] + BP, $m gs + а |а| + В, 
其 中 6 是 参数 ,而 复 系数 4 和 是 圈定 的 
注 ” 当 研 究 环 线 由 于 一 对 复 共 亏 乘 子 穿 过 单位 加 局 而 失 稳 
时 ,就 产生 了 上 面 定义 的 情况 ， 在 所 有 系 绕 的 钞 数 空间 中 ,具有 这 
Манал. чан. 这 个 超 曲 面 是 
稳定 性 区 域 的 三 个 超 曲面 之 一 ， 另 外 两 个 超 曲 面 分 别 对 应 于 
на АЕ +10 нА. 
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ЯРАТА Г, ВАЕ АЕ АН 
部 分 构成 ( 即 两 个 在 一 切 系 统 的 函数 空间 中 的 余 维 数 为 2 的 曲 
面 ). 其 中 之 一 对 应 于 一 对 乘 子 1， 且 梅 成 一 个 二 阶 Jordan 方块 ， 
另 一 个 则 对 应 于 同样 的 但 阅 有 值 为 一 1 的 jordan 方块 、 

研究 在 这 种 余 维 数 2 的 曲面 附近 的 失 稳 ， 导 致 研究 平面 上 以 
一 个 二 阶 竹 夫 Jordan 方块 为 线性 部 分 的 ,并 且 在 旋转 角度 27/4 
(4 一 2, ЖРЕТ 一 1; 9 一 1, 对 于 乘 子 1) 下 不 变 的 二 参数 向 是 
场 族 的 分 核 。 为 了 抬 这些 情况 包括 在 一 般 的 格式 中 ， 给 出 下 面 的 
定义 就 方便 了 。 


2. g 一 1 和 4 一 2 的 情况 


定义 ” 若 平面 向 量 场 在 旋转 2x/4 (4 一 1 或 2) 下 不 变 , Ш 
它 在 原点 的 线性 部 分 是 二 阶 堆 零 Jordan 方块 ， 则 我 们 称 它 为 奇 


换言之 ,对 于 9 二 1 或 2, 奇异 场 就 是 其 线性 部 分 为 方程 ғ 
0 在 相 平面 (*, у 一 *) 上 的 相 速 度 的 场 。 
很 容易 证 明 下 面 的 
定理 在 平面 的 旋转 2x/g (4 一 1 或 2) т, ЖЕЮЯЯЙ 
必 可 用 与 旋转 可 交换 的 微分 同 胚 化 为 方程 
а = а + ғу + ОС, |5) (9 一 2)， 
天 一 а? bryt ОС, |у|*) (а= 1) 
《在 相 平 面 (x, y = 2) Б) ния. 


帮 上 述 场 的 线性 部 分 是 75, - 作 相 应 于 此 线性 场 的 同调 方 


程 。 为 此 ,计算 场 а-у. Э ЫНША л-Р 2.00 


的 Poisson Е. 
我 们 可 以 依次 算出 
9 


-9 _ 2) - р, -8 _， 
в Р 72 ә; 
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2. 02-0. 2.--09., 
х у у x 
= (ув, — 05.8. 8. 
м.м 02.002 +50. 0. 


Р АЛ (Р. 0) 的 同调 方程 就 是 方程 纸 
УР, —О-+н-0, уб, +0. 
这 里 4.v 是 已 知 函数 , 即 (我 们 想 用 变量 变换 消除 的 ) 向 量 场 一 
„9 а юла. 
现在 ,我 们 来 研究 这 个 方程 组 。 由 前 一 方程 求 出 @ 并 代 人 后 
一 方程 ,有 


Jp 一 — ун. — 9. 
为 使 右 方 可 以 用 у 来 除 。 只 需 在 ” 中 改变 ?的 0 次 与 1 次 
Ж. РЕН (0) + уп (0) К», 即 可 使 以 上 方程 对 PP 可 解 。 
于 是 ,对 于 任意 的 (x, ғ), 向 调 方程 是 不 可 解 的 , 但 车 在 "上 
加 一 个 适当 的 ,> 的 一 次 非 齐 次 函数 , 则 它 为 可 解 ， 换 言 之 。 方 程 


ГА. A о (00 + ун (01 -9°, 
ду 


对 未 知 场 4 是 可 解 的 , 这 里 (wo, и) ЖААТ и ЗЗА НРК 
最 后 ，Poincart 方法 能 用 来 消去 所 有 向 量 值 单项 式 ， 但 除了 


场 4 十.… Ежа = 8; 和 = 8 的 项 外 。 于 是 我 


们 的 方程 可 以 在 形式 寡 级 数 类 中 化 为 
# — а(х) + уБ). 

若 原 方程 组 在 旋转 角度 = 后 不 变 ( 即 为 奇 )， 则 原 向 最 场 的 分 
县 将 为 奇 函 数 ,这 时 ,也 可 选 Poincaré 方法 中 的 变换 为 奇 的 ( 即 与 
此 旋转 可 换 )、 因 为 在 前 面 的 公式 中 ，(P, 8) 和 (x，v) 的 次 数 相 
同 。 于 是 在 形式 的 标准 形 中 , (a, Б) ЮВА. 

只 需 限于 Poincaré 方法 的 少数 前 几 次 逼近 ,由 得 上 述 命题 .> 

定义 ”4 一 2 和 4 一 1 时 的 让 奇异 方程 和 主 次 异 场 就 是 方 


а 
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Rm пх Ч Валу (9—2), f= аю + ху (9 = 1), 
及 它们 在 相 平面 (x, y ~ 0) 上 定义 的 场 。 
定义 4 一 2 和 9 ~ 1 时 主 奇异 场 的 让 形变， 是 对 相应 的 
二 只 方程 右 方 加 上 一 项 ox 十 8y (4 一 2) 或 a 十 px 的 形变 . 
强 共振 时 ( 即 9 < 4 时) ,9- 等 度 变化 场 的 主 形变 可 列举 于 下 ; 
ж х аш ВР, 4—4, 
Ф = 5: + 45|; ВР. д = 3, 
8 = ох + Ву + вх оу д 2, 
Я а + 8х + аз + ху, фе 1. 
这 里 变量 г.ь 4, 8 是 复 的 , +, узо, В, а, БВ, 形变 的 参 
数 用 希腊 字母 表示 ,而 且 y 一 *。 


Е. 主 形变 的 这 有 性 


“定理 ” ”对 任意 9， 所 有 主 奇 异 场 均 可 分 为 赔 化 的 与 非 赔 
化 的 场 ,使 得 

(1) 暗 化 场 构 成 (所 有 主 奇 异 场 空间 中 ) 有 限 个 子 流 形 之 并 ; 

{2) 非 赔 化 场 是 有 限 多 个 开 连 通 域 之 并 ， 

(3) ЗЕЕ ИРЕН: 

(4) ЕВЕ РЕМНЕ ЖЕ, 
等 价 的 ， 
“定理 ”一 语 加 上 了 引号 是 因为 当 4 一 4 时 ,定理 还 未 被 证 过 

除 9 二 4 时 以 外 , 非 晓 化 性 条 件 可 显 式 表 为 

20, 250, Жа=1, 2; 
ReA(0) 5-0, В +0, Жа-З, 
当 9 一 4 时 ， 至 少 还 要 加 上 以 下 条 件 ( 在 附加 题 一 节 中 (区 附加 题 
(3), (4), 显然 还 指出 了 其 它 条 件 ); 
4 = BL, IReA! з 181. 
(а) 3 (ВР Ве кея, 
(ХМ: А. Н. Мап [115 А. И. Нейштадт [4] Ф. С. Вересовс- 
кая, А. И. Хибник |1] —— ЖЕ), 
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由 此 定理 容易 得 到 下 面 的 推论 ， 

推论 ”在 旋转 ?</9 的 整数 倍 的 旋转 群 下 不 变 的 向 最 场 的 
两 参数 族 的 函数 空间 中 ,只 在 参数 的 孤立 值 处 为 奇异 的 场 之 族 , 形 
成 一 个 开 的 ?处 处 稠密 集 。 在 这 些 信 附 近 , 此 族 拓扑 等 价 于 一 非 嫉 
化 主 奇异 场 的 遍 有 形变 . 

换言之 , 设 平 面 上 一 个 旋转 2=/4 的 整数 倍 后 不 变 的 向 县 场 的 
线性 化 的 园 有 值 为 b .考虑 一 个 通 有 的 具有 此 性 质 的 场 。 我 们 来 
作 它 的 两 参数 形变 ,使 之 在 具有 同样 的 对 称 性 的 场 中 为 通 有 。 

可 以 断言 ,点 0 具有 一 个 不 依赖 于 参数 的 邻 城 ,使 在 其 中 这 样 
作出 的 形变 可 以 用 一 同 胚 化 为 935C，8$35，D 那样 的 标准 形式 ， 
而 且 这 个 同 五 具有 同样 的 对 称 性 ， 并 连续 依赖 于 参数 .更 确切 地 
说 ,相应 方程 组 的 相 图 可 用 这 些 同 胚 化 为 标准 形式 ， 

所 以 ， 上 述 定理 把 对 一 切 分 核 的 描述 化 成 了 对 非 晓 化 奇异 场 
的 主 形变 的 分 核 的 搭 述 。 


Е. занй 


ща = 1 8, ЕЖЕ Богданов 在 1971 年 证 明 的 ( 见 $33, 
那里 还 有 对 分 核 的 描述 ), 

当 引 一 2 时 ,对 时 间作 变换 ,可 使 一 0。 (а, 8) 平面 上 的 分 
ИСКЕРӘ о > 0 тео 时 相 图 的 形态 变化 可 见 图 
143. 


当 9 一 3 时 ,对 时 间作 变换 ,可 使 Кеи < 0。 分 枝 贺 和 形态 
变化 见 图 144。 
当 9 六 5 时 ,对 时 间作 变换 ,可 使 Re4 < 0; 分 枝 图 和 形态 变 
化 见 图 145。 注意 ,不 动 点 的 存在 区 域 从 一 个 很 窗 的 舌 形 趋向 虚 
5 轴 , 舌 形 的 这 界 具有 公 切 线 如 下 : 
lms ss (Бев) + с| Вев] 9—2, а рв 5, 
当 9 一 5 时 ,定型 和 以 上 论断 的 证 明 , 很 简单 ; 当 4 = 1 时 ,证 


В 
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明 可 见 $33 中 所 引 Богданов 的 文章 : 9 一 4 时 ,还 未 证 过 ,9 一 2 


3 时， 我 们 可 以 简 述 了 


РЕ. 


9 一 4 时 的 茶 些 形态 变化 也 画 在 下 面 


《图 149, 150, 152) 《又 见 附 加 题 (1) 一 (4))。 


С. 三 阶 对 称 性 的 情 : 


况 


1. ЖА=о. 这 时 方程 组 可 以 从 一 个 Bamilton 方程 组 通 
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过 场 的 旋转 耐 得。 具体 地 说 ， 考 虑 由 奇 点 (鞍点 ) 所 成 的 等 边 三 角 
形 。 它 的 三 边 决定 了 三 个 非 齐 次 线性 函 效 , 它们 的 积 即 所 求 Ha- 
iailton ЖЗ. 

这 个 函数 沿 方程 组 # 一 sz 十 Bz? 的 解 的 导数 的 符号 由 参数 
в 实 部 的 符号 决定 。 这 便 我 们 能 用 这 个 函数 作为 Ляпунов 函数 、 
所 以 ,4 一 0 时 ,研究 主 形变 没有 困难 。 

2， 一 般 酉 况 下 ， 可 用 变换 + 一 了 /le|，z 一 Z/js| 将 原 方 
程 组 化 为 


22 >: 5 
6 = БА. 2° + [814212 Е —, 
a 18142121 Р 


|121 远 小 于 1/e 的 区 域 中 ， 第 三 项 可 以 看 作 小 摄 动 。 在 
互 的 昼 角 不 接近 于 土 x/2 处 ， 这 个 摄 动 不 会 改变 !. 中 得 济 的 图 
象 . 但 若 瑟 的 实 部 远 小 于 其 虚 部 ， 则 此 方 积 组 可 以 看 作 是 汲 下 的 
Hamilton 方程 组 的 小 摄 动 ; 
42 一 ші 十 2, 
未 摄 动 前 的 Hamilton 函数 五 在 1. 中 讲 过 了 。 
3 考虑 五 治 方程 组 解 的 变化 率 ， 在 等 值 昌 线 下 一 上 上 积分 ， 


即 得 由 此 曲线 生成 环线 的 条 件 中 er 十 7'dp — 0, З еа] 


т, а ат, вс Біт, А —а і, г 和 是 平面 极 坐 标 . 
жоі л ВАХ ОЕ. ГНН 
ан А (3 |е 穿 过 8 Н) АЯЦ о = ра. 
р 的 最 大 可 能 值 对 应 于 鞠 点 的 分 离 曲线 所 成 的 三 角形 、 ВАЎ 
ож) 是 单调 的 ( 见 935, 1). 
4. 主 族 的 遍 有 性 以 及 分 核 图 和 相 图 的 形状 余下 部 分 的 证 明 
可 以 和 4 一 工时 同 祥 进行 ， 


Н. 二 阶 对 称 性 的 情况 
1. 将 * 展开 并 改变 时 间 与 参数 , 茂 们 可 以 抬 族 化 为 
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$ = ах -Н 2Ву + ах? + ху. а= +1, Б = —2. 
下 面 研究 这 个 带 有 参数 (ms в) 的 族 。 
2. ж 181 < уа, РЕЗ а УИ, в, 
可 把 lei 与 9| 变 为 1。 我 们 将 得 到 一 个 几乎 Hamilton 方程 组 ， 
其 Hamilton #00 


2 ро 
Н= Ў — запо < - арпа >. 
2 и 2 Е 4 


耗 散 项 形 如 
A 
уму. В =? т“ 
3. 沿 等 值 曲线 太一 h, 积分 万 的 变化 率 ， 即 得 环线 ( 恰 由 此 
曲线 当 a 与 8 ~ но 穿 过 0 时 ) 生 成 的 条 件 : # 一 ,这 里 


п [| rdzdy/ {\акду, 
НН А ТВО У 轴 的 惯性 半径 的 平方 

4. 若 el < 181, 可 作 变换 x 一 Да ,+ 一 xt 将 ei 变 为 1， 
将 151 变 为 181, 这 里 
а УВЫ, = ТЫ. 
可 得 A 8 = ТЬ] ВІВ, с = а: 
= ах + В'2у(16232) Нах. 


这 里 参数 ~ V18| 1 ~ а/а 都 很 小 . 当 F 一 0 时 ,可 得 以 下 
的 Hamitton В: 


н Ў _ ах 


2 2 4 
证 明 的 其 余部 分 可 如 常 进行 。 


1 椭圆 积分 的 零点 


上 曾 已 经 表明 ,研究 族 中 环线 的 福 坊 可 以 化 为 求解 以 下 的 " 哥 
的 Hilbert 第 十 六 个 问题 *: 
фи =, УВ", РВ, ЭКЗ. 
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为 研究 二 阶 对 称 性 ,我们 需要 
р иф алб. У 
ЯР м’ МЕН (В) 的 单调 生 . 是 一 个 环 


线 围 成 的 区 域 对 У 轴 的 价 忻 半径 、 
引 理 在 如 的 临界 值 之 问 的 区 癌 上 ,函数 * 的 性 态 如 下 表 : 


ЕЛЕ яаж yb о а 
БН | yy у Е 040 0, ос 
“了 的 性 态 | 个 + Ут 个 


《在 第 三 种 情况 下 ,” БЕА). 

在 Богданов 的 工作 中 ,就 已 用 到 了 称 圆 积分 的 一 个 类 似 的 
ЧН ЗН) ЖИ. Богданов 的 证 天 中 有 元 长 的 计算 .[O. C. Ил. 
qtenko 对 这 里 的 引 理 和 Богданов 的 引 理 都 给 出 了 另外 证 法 , 该 
证 法 不 以 计算 为 基础 、 而 依靠 复 变量 的 拓扑 的 论证 ( 单 值 性 以 及 
Picard-Lefshetz 公式 )。[ 见 Ю. С. Ильяшенко [2} ，[4]]。 


3. 4 阶 共 振 的 情况 


原 方程 是 Ф 8z + Az1s1? ВЕ. 

ВО, я 作 仔 展 可 旋转 并 对 时 间作 伸展 可 以 将 方程 化 
为 

# = ве Ча 十 本 

改变 时 间 的 符号 并 变 z 为 3, 可 使 Вел < 0. њи < 0, 

先 研 究 非 零 的 奇 点 - 

Т. ИОА АИ, ТРЕСТА ВИ в 的 变化 而 分 校 时 ,以 下 的 辅 
助 的 作 忒 是 有 用 的 。 令 * 一 rc? 是 青 点 。 这 时 
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віт АМ, М = ep, 

ВИ Хо, 1 为 半径 的 圆 ( 图 146)、 使 > АН 
5#， 位 于 连结 零点 与 圆周 上 4 十 六 点 的 射线 的 反 向 延 线 上 .圆周 上 
的 点 越 接近 零 , в 的 模 越 大 。 
由 上 述 的 可 知 ，i41 小 于 或 大 
于 !1 的 情况 大 不 相同 . 若 14| 1, 
零点 全 在 圆 内 。 这 时 对 任意 8( 除 
0 以 外 ), 方 程 在 一 正方 形 的 项 点 上 
Жиля. же #0 一 周 ( 旋 转 
360%), 奇 点 正方 形 反 向 转 90°. 

另外 ,车 | 41 > 1, 则 在 变量 8 
平面 内 ,有 一 个 由 此 赂 的 切线 张 的 角 、 对 于 角 域 内 的 8, 有 八 个 奇 
点 ,而 对 角 外 的 8 则 没有 。 当 8 开始 由 角 的 一 边 向 田 一 边 转动 时 ， 
在 正方 形 的 四 个 顶点 上 出 现 四 个 奇 点 : 这 个 正方 形 很 快 就 分 裂 为 
二 .然后 相近 的 奇 点 开始 分 开 。 当 。 转 到 角 的 男 一 边 时 ， 党 一 个 
正方 形 的 奇 点 都 消失 ,而 与 原来 距 它 90” 的 第 二 个 正方 形 的 麻 点 
重合 (所 以 有 一 个 奇 点 正方 形 相对 于 另 一 个 转 90°) 

2， 线 性 方程 奇 点 的 类 型 。 先 从 一 个 引 理 开 始 , 它 使 我 们 很 容 
易 研 究 平 面 上 线性 向 量 场 奇 点 的 类 型 ， 这 个 场 可 用 复 形式 写 为 

б = РЕ + ОЕ, 

引 理 。” 奇 点 0 的 类 型 不 依赖 于 刀 的 幅 角 . Ш IP| < 101 
时 , 它 是 鞍点 ; 当 1imp| > ОТЕ, ЕЖУ [ар < 191 < |Р} 
时 , 它 是 结 点 ; 当 ReP < 0 时 ,焦点 为 稳定 ; 当 ReP > 0 时 , 不 稳定 
(#147). 

«АЖ ЖЕН, РАА ПАО ДАЯ АЈА. 
择 1 可 使 2 的 幅 角 为 任意 ; 这 样 证 得 了 第 一 个 论断 。 为 证 明 第 二 
个 论断 考虑 0 ~ 1 的 情况 令 P 一 a 十 廊 ， 以 (1, 站 为 基底 写 
出 方程 的 矩阵 。 这 个 矩阵 是 


+1 一 
м (2 17) tM = 20, detM = 1, 


а 146 


63035 


稳定 ， 右 : жа хаж 


图 14? 


所 以 特征 方程 的 损 是 

hamati т 
它们 为 相 异 实 根 的 条 件 是 |8| < 1， 当 到 十 让 < 工时 ,它们 的 符 
号 相反 . 故 当 8 一 1 时, 引 理 得 证 ， 对 于 任意 的 18| КЖ, 
结 点 和 焦点 的 条 件 , 可 由 相似 性 考虑 得 出 ， 当 时 间 改 变 时 ,了 与 @ 
被 鞠 以 了 同样 的 实数 。》> 

图 147 显示 了 结 点 ,焦点 和 鞍点 在 函数 空间 中 的 相对 位 置 .在 
关于 平面 奇 点 的 分 枝 的 一 切 研究 中 , 记 住 这 一 点 都 是 有 用 的 . 

3 鞍点 的 研究 。 回 到 原来 的 非 线性 方程 。 令 в 一 re 为 一 
奇 点 ， 在 此 点 将 原 方程 线性 化 ， 令 ты +5. 保留 右 方志 和 
§ 的 一 次 项 , 即 得 

Е РЕ ОЕ, P—r(A—N), 19] ~ (а + 3N). | 

引 理 车 141 < 1, лт, 2 141 > 1, 则 
对 任意 8, 模 较 小 的 珊 点 是 鞍点 , 模 较 大 的 奇 点 不 是 鞍点 . 

ЧЕ 2. 中 的 引 理 ,鞍点 条 件 是 |4 一 NI < 14+3N1。 考 虑 图 
146 的 点 4 一 入 和 《十 3N。 它们 对 4 十 NN 对 称 ， 而且 连 线 穿 过 
点 4。 它 们 中 的 谁 更 接近 0 ， 要 由 0 点 位 于 圆 在 4 + М 点 的 切 
线 的 哪 一 刍 来 决定 。 若 14| 之 1,0 点 总 和 点 4 一 妇 位 于 切线 的 
Я. ХИН. 141 > 1, ДАРЕ ВЯ ЈА, Л ЈА ВЕД, 答 


Ы 


Зда + мат — ВЕЗДЕ. 下 0 较 隐 的 弧 对 应 也 鞍点 ， 
较 近 的 对 应 于 奇 点 ($35 J 1.)。 


点 或 焦点 。 骤 上 靠近 过 0 的 切线 的 部 分 对 应 于 结 点 ; НОЕ 
结 点 可 以 变 成 焦点 而 焦点 会 改变 稳定 人性。 我 们 想 找 出 在 什么 条 件 
下 焦点 的 稳定 性 会 变化 。 

由 2. 的 引 理 和 3. 的 公式 ,可 知 当 4 一 МАМ 的 对 径 点 ) 
ЗЕЕ А -- МЕРИН 0 的 弧 上 时 ， 稳 定性 会 变化 。 把 发 生 
这 个 现象 的 4 点 分 开 的 边界 由 以 下 条 忻 决定 : 过 圆 与 虚 轴 之 交点 
ПЕНУ 0 的 切线 .容易 算出 ,边界 方程 为 

1 вел 
Мел ImA 
4 平面 上 的 相应 曲线 在 点 4 一 6 ИР 


Ж 141 一 1, 而 以 直线 |Re4| = 工 为 渐 
近 线 (图 148)。 Р 
о ати -人 | 局 


2, НИК ez 这 一 项 ， 令 巡 一 za, 即 中 м 
得 线性 方程 
Фф = 2 Аш + 2%, 


我 们 应 用 2. 的 引 理 来 研究 这 个 方程 

Зо |4| 之 1 时 , w 平 面 上 的 奇 点 是 通 ате 

ору |4| > 1 时 , 若 Re4 < 0, 则 来 自 无 穷 远 的 所 有 轨道 都 被 

吸引 到 一 有 限 区 域 中 . 
6。、 相 图 的 分 校 。|4| < 1 时 ,图 形 (图 149) 很 明显 地 与 三 阶 

共振 一 样 ( 见 $35, G)。 若 |Re41 > 1, 则 显然 和 5 阶 或 更 高 阶 


lim41 一 
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共振 一 样 (И 150, 145); 然而 。 这 时 奇 点 也 可 能 不 产生 在 环线 上 
( 见 附加 题 (1), (2). (30). 


图 150 


主要 的 困难 在 |Re4| <1, [4|>1, 

7， 新 的 规则 化 与 新 的 记号 ， 为 了 研究 1Re41 «т 的 情况 ， 
考虑 IImA! 一 oo 的 渐 近 情况 很 有 用 。 可 以 在 原 方程 中 , 令 情 赵 
向 0( 而 不 令 4 趋向 0)。 为 了 研究 这 个 情形 ,引用 记号 

в=о+ и, A~ іл Үү, В=р, 
ЗЕ в, ac 一 由 М тир 0, ио ~ 1) 都 是 同样 数量 
级 的 小 参数 . | 

选用 滋 子 将 坐标 的 展开 式 和 时 间 都 规则 化 ,使 得 a 一 1, + 一 1， 
АЗЫ ре 1s]?72， ф 一 argz。 

这 时 不 方程 成 为 方程 比 

6 一 2p(p — 27p 十 28pcos4p)， 
ф = т — 20р 一 28osin49。 

再 引 人 Hamilton 函数 Н = 10 — ое 一 Bp вір 4р 和 位 势 

П — об — 4013, 这 时 
6 一 一 Bo +1, $= Ho,, 
Ж теа 1, о ив, у= 28， 这 恰好 是 我 们 关心 的 ， 这 时 有 
Н = Н, + ВН, П = В, Нр ё, 

8 = 0 НЯ На (ИЖ Н, КЕ). ЧЕН, 9 0 СИТ 
о 不 接近 1/2 处 ), 基本 的 摄 动 效应 是 耗 散 项 П, 给 出 的 ， 当 p = 
1/2 时 ,还 要 考虑 到 ЕН, 

838， 小 耗 散 效应 的 引 理 。 在 相 平 而 上 性 起 方程 з= в ги, 


”是 Hamitton 9, Наш #20 Н, м ЕЙ, и 一 УП 
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(利用 辛 坐标 р, 9 ЖЕ. 
ш 。 令 互 绕 闭 相 曲 线 一 局 的 增 量 为 EF。 则 


-9. ан. = у AHdpdg。 
98 7А 


5 是 小 参数 , ССВ) ЕБЛЯ. 
4 зне фа ~ фін,-н, + п,) 
+ НН, + вп, 4 
= 6 ф п,4, — Па, = в К АП2,а,. PF 
将 它 应 用 汉 我 们 的 方程 ,有 
Bi 一 2p(ac 一 27p) 一 26p(2 — 20р), 
因此 ,环线 的 一 次 近似 可 以 直下 式 给 出 : 
р и/ (22) — of(27)。 
这 个 方法 能 用 来 在 环线 外 р 接近 1/2 处 研究 方程 组 。 因 此 ， 
а у 的 情况 需要 单独 研究 . 
9. пее ВЯ, 作 变 换 о МУР, ВТ 
并 令 8 一 0。 于 是 我 们 得 到 Hamilton У ЕХ: 


Р совр, 好 一 一 2 
а йг 


其 Hamilton 函数 为 
Н = P+ шр + еар, 


ОХБАЯШИ). ЗН о и о = (о 一 ?7)/8。 
在 1w| <На. 
应 用 7. 中 的 记号 ,我 们 已 把 场 (o 一 ?)8/6p МЕНЕ 
Hamilton 孙 数 部 分 了 .所 以 新 的 Hamilton 函数 和 位 势 各 为 
Н = о @ — Вот йр — Виф 
пао (и. 


应 用 8. 的 引 理 ,得 知 
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ан = { (20 一 srp)dedp ЕВН 
== 25(7 一 47m)， 
5 是 (p, 9) 平面 中 势 阱 内 的 面积 ,po 是 阱 的 重心 的 坐标 。 


产生 环线 的 条 件 是 一 4ym. 所 以 需要 计算 wm。 但 m+ 


VB а. 所 以 产生 环线 的 条 件 是 o 一 27 Аа, 
w= (7/8) + Атр 十 
现在 计算 а. ЕЗЙ (Р, ф) 下 ,封闭 相 曲 线 Н 一 Const。 的 
准确 方程 是 
P+ (= + VEPj shp + ор = Б, 
ЯРНО — Ф 都 有 两 个 P 与 之 相应 ,而 且 有 
Р.Р, е — М0 вів 4р/(1 + psin Ар), 
由 此 式 可 知 , 我 们 在 上 面 记 作 о, 的 修正 项 是 


1 
一 一 上 sin 
е 2 Ф, 


(一 一 表示 沿 8 = 0 时 的 未 摄 动 相 曲 线 作 "平均 ”.)》 
沙 虑 势 阱 相对 于 sin 4q 的 极 大 极 小 的 位 置 及 其 随 着 的 变 
化 (图 151), 即 可 得 到 关于 的 性 态 的 信息 ， 形 态 变 化 图 就 是 以 
这 种 性 态 为 基础 的 (图 152). 
图 152 所 夯 的 形态 变化 的 系统 是 当 |Im41 比 181 很 大 ,而 且 
р, 
ш=і-6 


Р 
ш=0 ? 
шаі т 
6749 А Р 


图 151 
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0 < |Re4i < 也 时 ,实现 的 。 

当然 ,上 面 的 论述 不 能 代替 证 明 , 而 只是 研究 4 阶 对 称 方程 的 
主 族 的 分 枝 的 最 初 几 步 。 

对 称 性 阶 数 4 36 4 时 的 结果 ， 很 明显 早 就 为 专家 所 知 了 , 例 
如 可 见 У. К. Melnikovy [1]. Е.Такеп 曾 在 1974 年 的 一 篇 预 印 
本 中 ,宣布 过 这 些 结果 ,但 证 明 途 今 未 发 表 。 我 们 的 叙述 依据 作者 
的 日 2]; 详细 证 明 是 Э. Хорозов 【1] 给 出 的 。 


К. Роіпсагё 映射 


抬 以 上 的 作法 用 来 研究 环线 的 失 稳 是 以 下 面 的 引 理 为 基础 
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的 。 

581 ” 考 虚 一 个 映射 f:(B?, 0) = (В, 9)， 设 它 有 不 动 
КОБЕ оа ( 当 g 一 1 或 2 时 ,有 一 个 二 阶 Jordan 方 
块 )。 这 时 了 的 9 КК У ТЕ ОЗЕРА, ДЫ f 一 
8 十 如 he) 一 0(1z|*),N 是 任意 整数 ,而 #8 ОЛЕНИ 
7 了 的 4 阶 有 限 铂 环 群 下 不 变 向 量 场 的 相 流 变换 

特别 是 要 注意 ，& 与 旋转 一 个 角 2x/9 可 交换 ， 本 身 一 般 
地 不 与 任意 有 限 群 的 作用 可 交换 , 且 不 能 包含 在 一 个 流 中 。 然而 
引 理 1 指出 f 在 形式 级 数 水 平 上 包含 在 流 中 , 且 与 一 有 限 群 可 交 
% 

看 引 理 证 法 与 作 ”Poincart-Dulac-Birkhoff 标准 形 的 通常 的 
客 式 ( 见 第 五 章 ) 一 样 ， 

582 ЖЕ 1 АВЕ Р о ВАЕ Р. 这 
ВИ ИДЕ 0 АУЛА ВНТ а ва, Ваа) = (|= М), 
МЕИ са ЕЧ АИ т, КОА АВК 
П о, КИНИ, А, ваз Б. Ts 和 оз НЕЕ ВОЗЛЕ О 附 
近 变 化 的 参数 А, 

看 证 月 依据 以 下 的 事实 将 次 涩 不 高 于 NN 的 项 化 为 标准 形 市 
保留 共振 项 ,可 以 用 光滑 依赖 于 参数 的 微分 同 肚 来 实现 . -有 

把 引 理 2 与 上 面 各 眉 中 所 述 联结 起 来 ， 就 可 以 得 到 有 映射 的 
不 动 点 0( 或 一 个 以 + 为 Poincart 矣 射 的 周期 运动 ) 失 稳 的 信息 . 

Ж 也 可 以 直接 将 微分 方程 族 ， 在 4 重 歼 痊 空 间 中 的 〈2， 
全 -共振 周期 运动 附近 ,化 为 标准 形 。 这 时 ,应 用 标准 的 Poincare- 
Dulac-Birkhoff 方法 可 将 对 了 时间 有 2z 周期 的 向 量 场 族 化 为 一 个 
不 依赖 于 时 间 的 9- 对 称 场 与 周期 为 2xg 的 余 项 O(1z1>) 之 和 。 


工 讨论 

1. 为 将 以 上 结果 化 为 周期 解 分 核 的 语言 , 需 将 平面 上 的 不 动 
点 化 为 空间 的 封闭 轨道 ， 而 将 不 动 点 的 分 离 曲线 化 为 闭 轨 的 吸引 
ЖИ, УВЕРЕНЫ. ЗН 
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的 形态 变化 有 本 质 的 区 别 : 平面 上 分 离 盟 线 在 分 核 时 立刻 被 此 互 


粗 穿 过 ， 在 空间 中 这 个 过 程 
(8 10.1). 


а АВЕСТА ВО 


空间 的 不 变 环 面 当 环线 达到 分 离 曲线 的 环 以 前 就 会 分 解 ; 但 
所 有 这 些 纯 三 维 的 效应 比 上 曾 考 虑 的 二 维 效应 都 是 绊 的 (它们 是 
由 标准 形式 中 的 任意 高 次 项 产生 的 )。 

2 把 失 稳 看 作 两 参数 而 不 是 单 参数 现象 ,可 使 我 们 很 容易 理 


解 一 些 很 使 人 停 奇 的 现象 ， 


考虑 一 个 两 参数 族 ,并 以 猴子 为 参数 。 在 参数 平面 上 作出 其 
些 周 期 解 的 存在 域 ， 这 些 周 期 解 接 


пт ВАН РА 
解 。 这 个 区 域 以 狭窄 的 舌 形 在 点 
еее 处 接触 单位 圆 (这 里 9 > 4， 
而 舌 形 的 宽度 在 距离 加 局 o 处 之 数 
НЕ 0902, ИЕ). МЕТ 


ЕВ НУ ТЕ АРТ 


ЖАРЕ 153). 


图 153 


所 以 , 若 在 一 个 通 有 的 单 参数 族 中 有 环线 失 稳 ,而 没有 强 的 共 
振 , 则 在 失 稳 时 间 附 近 有 无 穷 多 个 长 局 期 环线 生成 或 消失 。 
证 明 这 一 事实 而 不 用 到 在 失 稳 时 弱 共 振 的 存在 ， 是 由 В. С, 


Козякин [1] 作出 的 。 


3. ВИНА ВА ЕКО НН ($ 35, Р), 可 以 描 
ВЕ, ВАЗЕ АЕ ЛА ВО А Д ЕЯ 


部 的 ， 


例如 , 当 9 一 2 时 ,可 能 出 现 这 洋 一 串 事 件 : ~- 个 环线 软 失 稳 


而 且 形成 一 个 环 面 ,后 者 又 很 快 地 洛 一 个 纬 晤 被 夹 紧 , 使 得 子午 线 
的 形状 变 成 “8” 字形 ,在 接近 “8” 字形 的 中 心 处 (那里 有 一 个 不 稳 


定 环线 ) ,吸引 集 在 等 倾 分 离 ! 


线 附 近 被 破坏 ,但 仍 留 在 环 面 附近 ， 


1) С) а ВПИСАТИ ВЕНЕ ЖАРЫ Е И 


口 所 形成 的 欧 


. 11. 


而 子午 线 几乎 变 成 了 8 字形 (Ю. И. Неймарк), 

这 时 , 相 轨 道 绕 着 被 破坏 的 环 面 的 一 半 , 然 后 再 绕 着 其 另 一 半 
转 轿 ,就 好 象 随机 地 出 一 侧 跳 到 男 一 个 . 

这 里 所 找 述 的 很 像 C. Я. Герценштейн, #1 В. М. Шмидт 
[1] 在 数值 实验 中 所 观 宕 到 的 现象 ， 


$36. 共振 时 拓扑 的 形态 变化 


向 量 场 在 恒定 点 线性 部 分 的 固有 值 癌 的 共振 ， 访 得 了 进取 坐 
标 系 以 使 此 场 成 为 线性 的 ， 即 使 没有 共振 而 只 是 固有 值 很 接近 于 
共振 信使 得 Poincare 级 数 发 散 ,也 不 能 用 解析 的 坐标 变换 招 方程 
组 变 为 线性 的 、 

然而 ,在 恒定 点 的 实 邻 域 共振 时 , 相 图 的 拓扑 型 通 有 地 是 不 变 
的 ,例如 , 若 所 有 固有 值 的 实 部 均 为 负 , 则 恒定 点 是 吸引 的 而 方程 
组 拓扑 等 价 于 标准 的 线性 组 而 不 受 共 振 影 响 . 

事实 上 ,在 共振 时 ,拓扑 型 确 会 改变 ， 但 通常 只 是 在 复 域 中 改 


%. 

通 有 的 方程 组 是 非 共 振 的 ， 在 单 参数 族 中 可 能 遇 到 不 可 消除 
的 共振 。 所 以 在 研究 共振 对 拓扑 的 形态 变化 的 效果 时 ， 必 需 考 忠 
向 量 场 的 单 参数 族 ， 按 照 上 面 记 说 的 , 令 所 有 的 相 变 量 , 时 间 和 参 
数 都 是 复 的 . 


А. Ропсагё УМЗ 


ЧЕ о ЕЖЕ. 它们 构成 一 个 (具有 两 个 实 
维 的 叶片 的 ) 叶 层 构造 。 为 了 分 析 奇 点 的 构造 ,用 以 原点 为 心 的 小 
半径 球 截 此 叶 层 构造 . 

设 在 坐标 《x1，-…*、zs) 中 ,方程 组 的 线性 部 分 是 对 角形 的 ; 
ht 

定理 НЯ (4) 属于 Poincare 域 , 则 每 个 半径 充 
分 小 的 球面 lz 十-… 十 |x|? 一 м 模 鹤 于 此 叶 层 构造 。 
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所 先 考 岩 线性 方程 组 。 我们 有 

ат = Уаз 108, 一 Ай Я, A = Уа, 
栅 截 于 球面 的 条 件 , 即 1 次 形式 dr: 在 叶 层 的 切 平面 上 不 为 0。 但 
仅 当 4 一 0 时 , 44 + 49120. 4-0, 在 Poincaré 情况 ( 且 仅 . 
当 此 时 ) 下 ,对 任意 x 0 不 成 立 ， 所 以 在 线性 情况 下 定理 得 证 : 
叶片 与 球面 交 于 非 0 Я оба). 

25878 оа) 在 球面 1z1 一 + 上 的 最 小 值 mw。 量 m 不 依赖 于 
ғ С а(св) = а(я)), 所 以 对 一 切 z 96 0, аж) 2% > 0。 

现在 转 到 非 线性 方程 组 。 非 线性 方程 组 的 场 的 方向 与 其 线性 
部 分 的 场 方向 的 交角 ( 当 1x| 很 小 时 ) 很 小 。 所 以 在 0 的 充分 小 邻 
域 中 ,交角 小 于 m, 而 非 线性 方程 组 的 相 归 线 横 截 于 球面 。 了 > 

推论 。 复 相 沿线 与 半径 充分 小 的 球面 的 截 口 构成 此 球面 上 
一 个 无 奇 点 的 1 维 叶 层 构造 ， 在 所 有 半径 充分 小 的 球面 上 的 这 些 
叶 层 构造 是 微分 同 胚 的 。 球面 上 的 叶 层 构造 的 微分 型 在 球面 的 形 
变 下 不 变 , 只 要 球面 模 截 于 复 相 若 线 ， 

所 以 在 奇 点 附近 。 所 研究 的 2 НЕ ТАНКЕР Е 
的 1 维 叶 层 构造 上 的 锥 ， 球面 上 的 这 个 叶 蝴 构 造 即将 此 球面 分 裂 
为 向 量 场 的 相 曲 线 (因为 球面 和 复 叶 发 构造 都 是 可 定向 的 )。 

Е 8 Poincaré 定理 ,在 非 共 振 时 ,方程 组 在 奇 点 附近 (在 
一 适当 坐标 系 下) 是 线性 的 . 这 意 昧 着 在 非 共振 时 ,球面 的 叶 层 构 
造 和 线性 方程 组 的 叶 层 构造 微分 型 相同 。 

我 们 断言 ， 球 面 上 的 叶 层 构造 的 微分 型 不 仅 在 纵 标 原点 附近 
Poincaré 级 数 收 全 时 与 线性 方程 组 的 叶 层 构造 的 微分 型 相沿， 而 
且 在 远离 此 极限 时 也 是 如 此 。 

事实 上 , 当 接近 共振 时 ，Poincare 级 数 的 收敛 域 压 缩 到 零点 ， 
而 机 截 天 的 半径 仍 为 下 有 界 。 所 以 ， 我 们 可 以 护照 在 一 个 固定 的 
《 即 不 依赖 于 参数 的 ) 小 半径 的 球面 上 叶 必 构 造 的 变化 来 研究 一 个 
复方 程 组 经 过 共振 的 情况 。 
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В. Ж А 一 24 
作为 一 个 例子 ,考虑 方程 组 


ёа да +6, н А 3 

经 过 共振 h ~ 2% 时 , 5 上 叶 层 构造 的 拓扑 变化 。 

ЖЫ а 一 а 不 是 负 实 数 ,我们 停留 在 Poincaré 域 中 , 先 
考虑 多 上 相应 于 方程 组 的 线性 部 分 的 叶 层 构造 . 

ПЕН 5—0, з. 0 沿 大 圆 (它们 是 方程 组 在 9 上 的 
环线 ) 截 球面 、 其 连结 系数 为 1。 

车 4 非 实数 (焦点 情况 )， 球 面 上 半 层 构造 的 其 余 曲 线 都 从 
个 环线 上 绕 开 而 绕 到 另 一 个 环线 上 ， 我 们 来 讨论 这 些 环线 上 的 
Роіпсагё №8. 

注意 ,可 以 设 这 些 上 映 射 为 全 纯 的 ， 事 实 上 ,它们 实 可 微 等 价 于 
复 Poincare 映射 , 映 分 离 曲 线 的 金 纯 的 模 截 线 为 其 自身 ， 所 以 在 
Жат е 上 的 环线 的 实 二 维 面 上 选 适当 的 复 构造 ,它们 成 为 全 纯 
的 。 由 此 还 有 ,这 些 环线 的 绞 子 为 es 和 ex。 

昱 上 相应 于 所 有 焦点 的 呈 层 构造 互 和 相同 胚 ， 但 不 微分 同 蚌 : 
天 十 1 ”是 微分 同 肽 的 不 变量 。 

ЖА 是正 实数 ( 结 点 ), 问 题 也 在 Poincare 域 中 。 这 时 5 在 
本 个 连结 的 环线 间 的 区 城 被 分 层 , 并 且 成 为 二 维 环 面 而 被 (对 一 切 
环 面 均 相 同 的 ?旋转 数 为 4 КОИ ВА, 

现在 基 虑 非 线 性 方程 组 。 在 焦点 时 不 会 有 共振 所以， 在 非 
线性 情况 ， 球 面 上 的 叶 野 构造 微分 同 胚 于 上 述 对 线性 方程 组 所 作 
的 叶 层 构造 ,对 非 共振 结 点 , 即 对 > 0, 但 4 与 117 均 非 整数 ,上 
述 也 为 真 。 

ЧИ, 883 А 一 2。 这 时 Poincaré 标准 形 是 

= дв - 281, 4, 一 А2, 

当 。 天 0 时 ， 这 方程 组 只 有 一 分 离 曲线 , 5 上 的 叶 层 构造 只 
有 一 条 环线 。 用 一 个 接近 于 2 的 非 实数 代替 41。 在 号 上 得 到 的 方 
程 组 一 方面 接近 于 共振 ; 男 一 方面 它 又 微分 同 肚 于 (由 以 前 研究 过 
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的 焦点 得 出 的 ) 线 钼 方程 组 ,并 有 两 个 环线 ,其 连结 系数 为 1. 可 以 
证 明 , 这 些 环线 中 有 一 个 , C1, 接近 于 共振 时 的 唯一 环线 C。 另 一 
个 С 位 于 以 С, о Уа Е, С, 转 两 周 后 , 它 可 
以 封闭 成 为 子午 疾 上 的 一 次 旋转 (所 以 С, 与 С, 的 连结 系数 为 1). 
折 以 在 接近 于 共振 1 2 时 , 5 上 的 方程 组 的 形态 变化 就 是 从 一 
个 固有 值 为 《一 1, 一 1) 的 周期 轨道 分 核 出 一 个 二 重 周期 轨道 。 

注 ”以 上 的 叙述 是 按照 作者 的 文章 Apaovpx [5] 而 来 的 、 
该 文 的 结果 后 来 由 J. Guckenheimer, М. Kuiper, Н. Н. Ладис 
各 Ю. С. Ильяшенко 等 推广 .关于 复 空 间 中 线性 方程 组 在 奇 点 
听 近 叶 层 构造 的 拓 盾 型 的 结果 是 最 完全 的 . 

特别 地 ,我 们 考虑 相 空 间 为 3 维 ， 而 固有 伪 三 角形 包含 0( 在 
其 内 域 ) 的 情况 。 这 时 ,我 们 发 现 ， 复 空间 中 的 时 层 构造 的 拓扑 型 
是 由 固有 人 的 倒数 的 三 元 组 所 决定 的 ， 而 这 些 倒数 又 可 看 作 实 平 
面 上 的 三 个 向 量 。 〈 即 可 以 相差 单 复 变量 所 得 实 平面 上 的 实 线 泪 
变换 )， 在 高 维 情况 下 ,加 有 值 的 倒数 组 的 实 型 在 线性 方程 组 奇 点 
附近 一 对 一 地 决定 了 复 叶 层 构 造 的 拓扑 型 。 只 要 零点 合 于 固有 值 
的 凸 包 中 ,而 且 固 有 值 两 两 之 比 不 是 实数 ( 见 С. Сатасћо, №. Ки- 
iper, J. Palis [1]; Н. Н. Ладис [1]; Ю. С. Ильяшенко [3]). 


С. Poineare 情况 下 的 遍 有 形变 


ЖАН о 的 解析 (光滑 ] 向 量 场 . 设 此 奇 点 是 Poincaré 
型 的 , 即 固有 值 组 的 凸 包 不 包含 点 0。 

定理 ”解析 (或 全 纯 , 光 滑 ) 向 最 场 在 Poincaré РАН 
共有 有 限 参 数 的 解析 (全 纯 , 光 滑 ) 遍 有 形变 ,并 全 由 多 项 式 向 量 场 
组 成 。 

换言之 ; 

县 有 Poincart НИВА ОВС ДЕК о 
посна Тэа ито а 

«НЕЕ, РОВАРЫ ,从 而 光滑 依赖 于 参数 。 所 以 可 
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用 光滑 的 ,并 光滑 依赖 于 参数 的 变量 变换 将 奇 点 变 到 坐标 项 点 . 设 
加 有 值 是 单 的 。 这 时 可 选 固 有 基底 光滑 依赖 于 参数 ， 在 所 得 坐标 
系 中 ,相应 于 向 量 场 族 的 微分 方程 组 族 成 为 

ар (6) 6, А 1, п. 

应 用 Poincaré 方法 (第 五 章 ) 只 能 除去 那些 在 一 0 时 为 非 
共振 的 项 ， 这 时 变换 光滑 依赖 于 参数 ， 因 为 固有 信 属 于 Poincaré 
域 ,共振 为 数 有 限 ,而 整个 过 程 的 收 化 性 不 难 证 明 .。 

右 方 为 有 限 (或 无 限 ) 可 微 的 情况 也 不 难 研究 。 详 见 H. Н, 
Брушлинская [2]， 其 中 也 芳 忠 了 重 固有 和 值 的 情况 . 


Юр. 共振 的 具体 表现 


在 Siegel 域 中 , 考 上 化 为 标准 形 的 问题 时 ， 会 产生 小 分 母 
难 。 这 时 ,拓扑 图 象 却 可 能 是 简单 的 。 例 如 通常 的 鞍点 ,不 论 园 有 
值 之 比 是 有 理 的 还 是 无 理 的 ， 其 拓扑 构造 是 一 样 的 。 这 种 现象 在 
Poincaré 域 中 也 是 有 的 : 共振 可 能 不 影响 相 图 的 拓扑 . 

自然 产生 一 个 问题 ,为 什么 共振 效应 在 拓扑 上 没有 显现 , 却 干 
扰 了 解析 (甚至 有 限 光 滑 ) 化 约 标 准 形式 ? 为 了 理解 这 个 问题 在 
抛 局 期 运动 的 摄 动 理论 中 ,考虑 共振 的 性 态 是 有 用 的 . 

考虑 4 维 环 面 T" 上 的 微分 方程 

0 = о +в, Gmod2r Е Т", w ER", = «1, (ж) 

ЗЕ (о, Ю 一 0 对 应 于 方程 组 拓扑 性 质 的 改变 (至 少 在 无 摄 动 ， 
Врв 一 0, 时 如 此 ); 相 曲 线 不 象 非 共振 时 那样 处 处 称 密 地 填 满 + 
维 环 面 ,而 只 填 满 ?一 1 维 环 面 。 例 如 在 # 一 2 的 共振 时 ,通常 产 
生 粗 的 周期 状态 ( 环 面 上 有 稳定 与 非 稳定 的 极限 环 )。 很 显然 ， 这 
些 环线 的 存在 妨碍 了 将 方程 化 为 非 共 振 时 通常 的 标准 形式 6 一 o. 

Роіпсагё 关于 三 体 问题 初 积分 不 存在 的 证 明 。 也 是 以 类 似 想 
хи. 

可 以 假设 在 上 面 处 理 的 肩 部 间 题 中 ,共振 对 发 散 性 的 效果 性 
质 类 似 ， 而 与 相册 线 在 复 域 (而 非 实 域 ) 中 形成 的 叶 层 构造 的 拓扑 
变化 有 关 。 这 个 变化 ， 愤 使 它 在 相 空 间 的 实 部 全 体 上 没有 表现 出 
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来 * 它 一 定 会 阻碍 解析 (甚至 C" 光滑 的 ) 化 为 标准 形 . 
注意 ,方程 组 妈 да 十 …， 可 以 通过 变换 x 一 е0 化 为 
(*)( 实 的 上 对 应 于 纯 虚 的 л). 通常 求 方程 组 (*) 的 极限 环 的 方法 
归结 为 若 虑 未 报 动 方程 的 初 积分 p = 00; 用 原 方程 组 的 记号 
有 一。 相应 于 共振 的 不 变 流 形 的 一 次 近似 方程 ,可 由 关系 式 
б ГО 4) + Ч, едр + 1 
1. АПН 


p 


ао — (6 068)) 
Ck, с(в)) * 
然而 ,我 们 的 级 数 通常 发 散 , 而 推导 需要 论证 . 

3# 一 2 时 ,以 上 的 讨论 可 用 复 极限 环 存在 的 严格 证 明 来 证 实 ， 
此 极限 环 在 共振 附近 有 上 述 的 渐 近 性 态 。( 见 А. С. Пяртли [21, 
НЕМ А. С. Пяртли [31). 

在 共振 时 ，(*, д) 一 0， 环线 ( 复 的 非 单 连通 相 曲 线 ) 接 近 奇 
点 的 复 分 离 曲线 。 这 个 环线 上 的 不 可 收缩 的 路 径 ( 在 共振 时 ) 消 失 
而 与 平衡 位 置 重合 .平衡 位 置 在 失 稳 时 生成 (或 消除 ) 一 个 环线 ( 见 
$33), Ш. ВЕРА, 1,0,-..), АА = 0, 而 整 
个 现象 都 能 在 实 城 中 观察 到 ( 见 图 127)。 其 它 情况 下 (其 至 在 同 
样 的 共振 下 ;例如 鞍点 情况 )， 在 共 握 时 ， 实 相册 线 的 拓扑 并 不 改 
变 。 


方程 (或 一 族 方程 ) 的 复 相 曲线 的 拓扑 的 区 别 及 其 标准 形式 的 
拓扑 的 区 别 , 是 解析 地 化 为 标准 形式 的 障碍 . 此 外 ,如 果 这 个 区 别 
如 通常 那样 是 由 有 限 阶 节 决 定 的 、 则 它 不 仅 阻碍 了 解析 地 化 为 标 
准 形式 而 且 也 阻碍 了 有 限 光滑 地 化 为 标准 形式 。 例 如。 在 园 有 值 
的 比 可 以 很 好 地 用 有 理 数 逼 近 时 ,化 约 级 数 的 发 散 可 以 解释 如 下 : 
即 恒 定点 的 任意 邻 域 中 都 存在 车 由 邻近 的 高 阶 共振 生成 的 极限 
环 ， 标准 形式 的 方程 组 没有 这 种 极限 环 ， 所 以 化 为 标准 有 形 的 变换 
一 定 是 发 散 的 . 

我 们 对 Ротасаге 级 激发 散 性 的 研究 还 很 不 完 爹 ， IIsprmm 的 
工作 以 前 的 发 散 姓 证 明 (Poincare，Siegel，6ptos0) 都 基于 系数 
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НКТ ВА ВАНО ВИН. 正如 计算 arctan * 的 级 数 
系数 ,只 证 明 它 在 1z| > 1 处 发 散 , 而 未 说 明 其 原因 ; 在 з 
ите. 

А. С. Пяртли 证 明了 以 下 的 结果 : 

1， 在 通 有 情况 下 ,在 CG? 中 穿 过 共振 多 Wh 一 0 时 ,由 奇 点 
的 分 离 曲 线 将 分 校 出 一 个 不 变 流 形 , 基 一 次 近似 方程 形 如 анар 
в, в 表示 对 共振 的 偏离 , * ba 是 相 坐 标 。 

2， 在 C" 中 (在 对 余下 的 固有 值 的 严格 限制 条 件 下 )， 园 样 的 
共振 也 有 类 似 结果 。 

3， 对 于 “ 非 正常 可 通 约 ”的 м Я, 通 有 地 有 无 穷 多 个 不 变 
流 形 存在 ,对 应 于 在 奇 点 的 任意 邻 茂 中 的 各 个 共振 , ЭТ Po- 
incatk 级 数 发 散 。 

Пяртли 的 工作 是 以 了. Нор? 的 方法 为 基础 的 ，A. Д. Брюно 
对 他 的 前 两 个 结果 给 出 了 不 同 证 法 和 推广 ( 见 А. Д. Брюно 12], 
131, [4]). 


р 


Е ЕЛЯЖНИХЯ 

稍微 复杂 一 点 的 共 所 如 下 : 

Вы РБ +t kh = 0, 

ЖИ д, 4, 5 为 顶点 的 三 角形 包含 0。 这 也 由 Пяртли 和 
Брюно 研究 过 。 这 里 也 证 明了 , 当 ”一 3 了 时, 由 再 点 的 分 离 曲 线 
分 核 出 不 变 流 形 。 令 (有 в, в) 为 相 坐 标 , 6 是 形变 参数 (8 = 0 
对 应 于 共振 )。 这 时 不 变 流 形 在 (x, в) 空间 中 填 满 一 个 全 纯 超 
面 ,在 适当 坐标 系 下 ， 方 程 的 一 次 近似 是 szjs 和 一 ә, 

Пяртли 证 明了 ,对 于 “ 非 正 常 可 通 约 的 ”构成 Siegel 三 角 天 
о (А, 2, 4), 通 有 地 ,在 平衡 位 置 0k C 的 任 一 邻 域 中 都 有 无 穷 
多 以 上 形状 的 不 变 流 形 ,对 应 于 不 同 的 共振 . 

以 后 会 看 到 ,在 非 共振 点 0€ С’ 的 邻 域 中 出 现 足 够 大 的 一 片 
共振 不 变 流 形 阻碍 了 Poincart-Siegel 级 数 在 此 邻 域 中 的 收 化 . 故 
由 上 述 Пяртли ДА ГАТ, ЧЕ НРУ (а, а, А), 
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ЗИЛГЕН ЈЕ, Е НАЙК Е А а 


Е. ЕНЕН, 


考虑 不 动 点 0 附近 的 微分 自 同 胚 4:C" > С". 记 4 在 0 的 
线性 部 分 的 而 有 值 为 《4。'…，?。)。 

前 面 的 理论 可 以 搬 过 来 ,但 要 作 以 下 改变 : 

ЗЕ ль 一 i (ән 20, т 22 2). 

Poincaré 3: 所 有 || > 1 或 所 有 9 < 1. 

Siegel В: ВЕН (5121, 又 有 А < 1. 

Ж ”对 C" 中 每 个 线性 向 量 场 , 均 有 C*… 中 的 一 个 线性 变 
换 (“Poincaré 瞎 射 ”)。 具 体 地 说 , 设 此 场 由 微分 方程 组 

В, = 120,577. Ё. = 0.255 

定义 ,其 中 ce +0. ЖЖ; 一 0 时 在 平面 x, 一 1 上 取 初 始 信 的 
解 。 解 在 ғ = 2xi/a。 时 的 值 仍 在 该 平面 C"* 上 。 这 样 得 到 的 映 
射 4:C Се: 具有 固有 值 2 一 оен (91,38 — 1), 

在 非 线 性 情况 下 (在 一 些 弱 的 附加 假设 下 ) ,构造 Poincaré № 
射 的 类 似 方法 也 存在 。 因 此 ， 关 于 映射 的 不 变 流 形 和 分 枝 的 结果 
可 以 导出 关于 向 量 场 的 相应 结果 。 

然而 ,在 大 多 数 情 况 下 ,应 用 方程 和 映射 间 上 述 的 联系 作为 启 
发 更 好 ,这 样 可 从 一 个 领域 的 已 知 结果 猜测 到 另 一 个 领域 的 结果 
在 两 种 情况 下 独立 地 证 明定 理 则 比较 方便 。 


С. 微分 同胞 的 不 变 流 形 的 分 枝 

向 量 场 的 三 个 固有 值 间 的 共振 

Кар 十 fo 十 ба, == 0, 
对 应 于 离散 情况 下 的 如 下 的 共振 
а" 一 1， 

而 在 Siegel 域 中 ， т, > 0，ma > 0, 1411 152 |а|. 我 们 设 
НКР 4 的 模 小 于 1. 

ЖИЧ, Пяртли 和 Брюно 的 结果 意味 着 存在 不 变 流 形 , 它 在 


6319. 


空间 (8, в, ва) 中 填 满 一 个 曲面 ,其 方程 从 形 如 8 = ами: 的 项 
开始 ，s 是 对 共振 的 偏差 (= лз) 是 适当 的 ( 泡 涡 依赖 于 5 的 ) 相 
坐标 。 对 于 固定 的 “六 0， 所 作出 的 不 变 党 形 同 肽 于 柱 面 。 柱 面 
的 基 圆 与 C ?中 坐标 轴 的 连结 系数 是 wm， ть. 

我 们 将 证 明 ， 若 一 微分 同 胚 的 非 共 振 不 动 点 的 邻 域 中 有 一 块 
相当 大 的 这 种 共振 不 变 流 形 存在 ， 将 仿 碍 在 此 邻 域 中 微分 同 胚 的 
线性 化 。 所 以 ,车 在 不 动 点 的 任 一 邻 域 中 都 有 共振 流 形 ,线性 化 级 

人 中 所 有 适合 || >1> ра. 的 映射 , 彼此 拓扑 等 价 。 特 
别 地 ， 它 们 都 可 以 线性 化 而 且 有 许多 不 变 柱 面 、 然 而 我 们 将 会 看 
到 ,解析 不 变 柱 面 是 很 罕见 的 


Н. 局 部 平移 


我 们 想 对 一 个 CG -> C* 了 喘 射 的 共振 不 变 流 形 附加 一 条 ( 锐 入 
在 一 全 纯 昌 面 中 的 ) 枉 圆 蝶 线 .此 曲面 即 此 瑞 射 的 轨道 流 形 〈《C" 中 
的 原 微 分 方程 的 相 曲 线 流 形 )、 为 了 定义 此 轨道 流 形 , 我 们 引入 以 
下 的 术语 。 
考虑 柱 面 5 X BR。 柱 面 上 的 标准 平移 定义 为 第 二 个 坐标 加 
1。 令 D, 为 柱 面 上 包含 X [0, 1] 的 区 域 ， 标准 平移 限制 在 1% 
ХТ МЖА ғ: 一 D, 一 :D,)， 注 意 到 ,交集 РП, 
包含 7 圆周 $ x 1。 用 D 记 DUD. 

令 导 为 一 二 维 流 形 , Mo。，M, 为 其 上 的 区 域 ,f: Mo。 一 对 ,为 一 
ЛЕ. 
定义 НИЕ ЖА:М = ру м, Рр, М. ЖР, Н 
1» в, 则 + 称 为 局 部 平移 . 

令 M 为 一 复 184, f:Mo > м, 为 -全 纯 局 部 平移 ， 将 每 -点 
тиф 


х6 Mo 与 其 像 TCD € M, 等 同 起 来 就 决定 了 一 个 
яна, А жг- мі. 

ФНО. > 

现在 考虑 柱 面 与 平面 的 直人 可 П=(9 ХВ) хв ФГ:П оп 
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ЖЩ КУР, Bo 为 Do Хо, Е, — ТЕ, Е = Е,ЏЕ,, 

Фм 8 40И, МСМ 2 维 子 流 形 , №, №, 为 
N 一 NoUN; 的 区 域 ,而 F:N, -> N, 为 一 个 同 胚 。 

定义 ЖЕНИХ H:N Е, МЕ, М ЖЕ, Е 
ХТИМХ р, 则 F 称 为 尺 沿 以 的 局 部 平移 . 

УЕ, МСМ, Е: -> №, 为 沿 M 的 全 纯 
局 部 平移 。 将 每 点 *e No 与 其 像 PCs) ЄМ, 等 同 起 来 ,这 样 可 以 
决定 个 一 全 纯 复 曲面 3 一 N/F ， 它 为 棋 圆 曲线 T 一 M/f 的 邻 
域 . 

《证明 是 明显 的 。P> 


І. 由 线性 变换 的 共振 不 变 流 形 作 出 实 加 曲线 


Ф 4:C 一 全 为 一 个 线性 变换 ,其 固有 值 为 aa，P，lia]> 
1> [2a|。 设 图 有 值 满足 共振 关系 АМ 1, т, za 互 质 。 这 
时 柱 面 zzr: 一 1 《xi 是 国有 基底 坐标 ) 对 4 不 变 。 

将 4 限制 到 此 柱 面 上 ,可 得 一 个 全 纯 平移 ， 事 实 上 ， 用 参数 
Ам О 根据 公式 а= Де, а= А", АВ а =1 № 
值 化 ;在 柱 面 上 引入 参数 290, Р; = 27а, Z ,于 
是 4 在 柱 面 上 的 作用 为 ZF> 4Z. 因 141 > 1, 故此 变换 是 全 纯 
平移 。 相应 的 糊 图 昨 线 为 C*/14} 兰 C/(2x2 十 ый), Не 
有 一 =”, 

我 们 注意 ,在 共振 时 ,线性 变换 有 一 个 整个 单 参数 全 纯 不 变 的 
柱 面 族 даа: == с, с 520, 由 这 些 柱 面 作出 的 椭圆 由 线 均 为 同 
构 。 

这 种 柱 面 (或 其 充分 大 的 部 分 ) 的 适当 邻 域 ， 对 4 的 作用 作 
子 分 解 后 ， 变 为 复 曲 面 上 椭圆 曲线 的 邻 域 ， 这 个 曲面 是 炸 圆 曲线 
与 C 的 直 积 。 事实 上 ,位 似 变 换 * 上 > kx 定义 了 到 椭圆 曲线 上 的 
投影 ,而 映射 “> дае 是 到 第 二 个 因子 上 的 投影 

特别 地 , 梓 圆 曲线 在 所 作 有 曲面 上 的 让 交 指 标 为 9。 
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3. 由 非 线性 变换 的 共振 不 变 流 形 作出 精 圆 曲线 


令 4(8):0 一 CC 是 区 域 UCC 到 CG? 的 双全 纯 映 射 并 且 
它 全 包 依 赖 于 参数 s。 令 56 在 C 中 零 的 邻 域内 变化 ， 而 一 切 映 射 
4(s) 均 以 原点 为 不 动 点 ， 

ЦА, 2 ВЫ 4(0) 在 0 处 的 线性 化 的 固有 值 。 设 41 
1> ру, Це т, Шт, mm 为 互 质 。 

对 于 通 有 的 族 4, 在 穿 过 s 一 0 的 共振 时 , 将 有 一 不 变 的 全 
纯 共 振 柱 面 由 不 动 点 的 分 离 曲线 分 枝 出 来 ( 见 5366). ШЕЯ 
分 小 的 ЗЕ (2) 在 此 柱 面 上 的 限制 。 可 以 证 明 4(s) 在 柱 
面 的 一 部 分 上 诱导 出 一 扁 部 全 纯 平 务 。 [这 可 上 由 以 下 事实 得 出 : 
(1) 往 面 方程 的 一 次 近似 是 агза 一 c(8); (2) 4(s) 在 0 接近 于 
АСО) 的 线性 化 ; (3) 4(0) 在 0 处 的 线性 化 作为 扁 妆 平移 作用 在 
柱 面 аа с Е. (И. $361]. 

于 是 ,对 充分 小 的 is1;, 映射 4(e) ВЕ Т — ЖЕНИ Х(5) 
НН Г(е). Е Г(е) 的 各 同调 类 中 有 一 特殊 的 敬 ( 即 柱 
面 基 贺 的 像 )。 曲 线 T(e) 可 以 表 为 

Г(е) = 


250, + «(ву ” 
21 相应 于 该 特殊 的 圆 .函数 w(s) 当 s 一 0 时 有 极限 ww。 由 $36 
1 中 的 公式 有 А = ет» у д == еби 
线 了 与 曲面 3 的 自 交 指标 为 0。 所 以 了 拓扑 等 价 于 了 与 一 
个 圆 盘 的 直 积 。 然 而 卫 不 一 定 是 解析 直 积 。 贞 外 : 

(1) Z 可 能 不 是 7 上 的 爹 纯 纤维 化 ;了 在 2 中 的 邻 域 可 能 并 
不 能 全 纯 映 到 上 且 在 T 上 为 恒 等 映射 。 俩 吉 , 若 在 T 附 近 , 了 上 
有 一 族 各 具 不 同 的 “的 模 的 确 圆 曲线 ,情况 就 是 这 样 . 

(2) 在 了 中 可 能 除了 沿 其 本 身 的 平移 之 外 再 没有 其 它 形 
变 。 例如 ， 如 果 了 在 3 中 的 法 从 是 解析 非 平 凡 的 ， 情 况 就 是 这 
Ф. ` 

427 给 出 了 关于 了 构造 的 正面 结果 。 


»322° 


К. 映射 在 包含 共振 柱 重 的 区 域 中 的 不 可 线性 化 


定理 。 ”车 椭圆 胆 线 丁 在 其 邻 域 卫 中 不 可 形变 ， 则 在 0 的 任 
一 领域 中 (着 含有 构造 曲线 了 所 需 的 足够 大 的 一 块 全 纯 不 变 柱 面 )， 
4 不 能 用 双全 纯 变 量变 换 线 性 化 。 

4 事实 上 线性 映射 的 全 纯 不 变 往 面 恒 可 用 小 的 位 似 变换 来 变 
形 . Pp 

所 以 ,我们 可 以 用 在 一 条 祷 贺 曲线 上 具有 非 平凡 法 从 的 全 纯 
不 变 柱 面 ,得 到 Poincart-Siegel 级 数 的 收敛 半径 的 上 估计 ，。 

定理 (IO.C. Ильяшенко). 若 一 线性 映射 具有 全 纯 不 变 柱 
闸 , 其 基 国 与 固有 轴 的 连结 系数 为 〔m,，sm)， 而 相应 椭 风 曲线 为 
Сы 十 вр) (2x ЖИРА), ДЕН д, ее, м = 
етет, РАЗЫ ар = 1, 


44 (5, =) 为 因 有 坐标 。 微分 形式 28. 在 柱 面 上 全 纯 是 


对 映射 不 变 , 并 在 补 贺 二 上 定义 了 了 全线 
现 计算 这 些 形式 在 环 面 同调 群 的 生成 元 上 的 积分 。 一 个 生成 
АРЕНЫ. РН 


а. 
$ 人 зліт, А = —2літ, 
ЕЛ 


因为 Y 与 办 所 一 0 和 为 一 0 的 连结 кр тв т. 第 二 
个 生成 元 对 应 于 联结 > КОНЕ ЕЮ ВЕ ә. 对 此 有 


| 又 — ша, | 各 一 wh 《这些 关系 式 决定 了 对 数 函 数 的 核 . 


2 д 
另 一 方面 ,入 圆 曲 线 上 的 所 有 全 纯 形 式 除 相差 常数 因子 外 为 恒 癌 . 


9 _ ҺА 二 Лад 

21 2літ, 2mzzm 
推论 。 令 4 为 具有 不 动 点 0 和 固有 值 %,。 的 局 部 微分 网 
Ж. 设 在 不 动 点 的 邻 域 苹 由 ， 有 一 个 全 纯 往 面 存在 ， 4 为 沿 此 柱 
面 的 全 纯 平 移 , “为 相应 椭圆 曲线 的 周期 车 1，u 闻 没 有 关系 : 
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де, ь ет (т, т 有 是 与 奇 点 的 分 离 曲 线 的 连结 系 
数 ), 册 微分 同 胚 4 在 了 中 不 艇 析 等 价 于 一 个 线性 微分 同 胚 。 


І. Poinearé 级 数 的 发 艇 性 


迄今 所 得 的 结果 意味 着 以 下 的 

定理 ”车 在 一 个 局 部 微分 同 坚 空 Со 非 共振 不 动 点 0 的 
任意 小 邻 域 中 均 有 全 纯 柱 面 ， 而 此 微分 辣 是 作用 在 其 上 为 局 部 平 
移 , 则 在 不 动 点 0 的 任 一 邻 域 中 ,这 个 微分 同 胚 不 能 解析 等 价 于 一 
个 线性 微分 同 是 (从 而 Poincare 级 数 发 融 )。 

Прятли ПЕНН Т ЖЕРАРА, ХРЕН“ АТ 
ЛЕГАЛНА Е НЯ, ЛЕОН. УПА, 
这 些 固 有 值 ，Poincare 级 数 (处 处 ) 发 散 一 也 是 通 有 的 现象 . 

本 节 结 果 很 容易 推广 到 人 中 向 量 场 接近 于 Siegel 型 奇 点 
К. 共振 mu + та, 十 тб 一 0 的 具体 表现 是 一 条 禄 圆 曲 线 .这 
条 曲线 上 的 点 就 是 向 量 场 在 不 变 共振 曲面 атзаталро 一 ce 十 … 上 
的 相 曲 线 . 


М. 复 曲 面 上 的 桶 加 曲线 的 分 枝 


上 述 微分 方程 不 变 流 形 的 分 术 理 论 和 复 曲 面 上 自 交 指标 为 0 
的 椭圆 曲线 的 分 校 弄 论 是 很 相近 的 。 

椭 咖 蜡 线 及 其 在 曲面 上 的 法 从 可 由 一 对 复数 (о, 1) 给 出 
($27)。 我 们 可 以 通过 对 复 F 轴 和 两 复 变量 (r, 9) 平面 作 以 下 粘 
合 , 而 得 到 它们 ; 

(rsp)~ (к.ф 2) ~ (у, ФН). 
一 个 从 称 为 共振 的 ， 如 果 它 在 菜 个 有 限时 覆盖 上 是 解析 平凡 


的 


ЖА, а) 空间 中 , 共振 从 对 应 于 超 曲 面 如 一 се, 结果 是 ， 
如 果 将 (1, 0) ( 狂 画 曲线 ,曲面 ) 连 续 收 变 , 则 在 通过 共振 时 , 禄 贺 
曲线 将 被 另 一 条 洲 同 虹 线 双 近 ,后 者 扼 执 覆 盖 前 者 。 办 此 ,共振 的 
АЖ. 
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ЯНВ Г (в) С (в) ЯНИЕ е=0, НЗ ие, 
可 以 证 明 分 核 曲 线形 如 ев (ЦЗЕ ЦЕ в, ЗЕ 
ДЬ (г, 9p) 的 (依赖 于 8 的) 适当 的 变换 ,可 假设 对 应 于 e 一 0 有 
共振 , 卫 没 有 更 低 阶 的 共振 : де 561, Нот»), 

现 用 形式 级 数 来 推导 分 校 曲线 的 方程 。 用 $ 27 那样 的 讨论 ， 
可 以 把 粘 合 化 为 以 下 形状 ; 
{ {人 

Ф p+w+ Be + bwt В, 

фо, 8, в, 都 是 常数 ,w — ге, А. В 是 6 和 w 的 每 级 数 
(从 2 次 项 开始 )、 这 样 的 变换 把 ww 变 为 w(1 十 Y8 十 си + С), 
这 里 了 一 wa Ч В, с 一 na 十 斌 5，C 可 以 写 为 8 和 w 的 2 次 及 
高 次 项 ， 

方程 Ye + cw + С =0 定义 了 分 核 曲 线 ， 对 于 通 有 族 , 有 
750, 50, (Ее 和 ?的 适当 的 坐标 变换 后 ， 此 方程 成 为 
ге = в. 

ОНУ Е ТРАЯН ЕЖ Партли 和 Брюно 的 工作 同样 进 
в. 

ж 不 难 证 明 , 条 件 ее 一 1 ВЕНЕ 
的 某 个 有 限时 循环 履 盖 上 解析 平凡 . 

括 扑 地 说 ， 所 有 考虑 过 的 从 都 是 平凡 的 ， 特 别 地 在 共振 时 分 
梳 的 椭 贺 曲线 可 “ 沿 + 方 向” 非 全 纯 地 投影 到 曲线 T(s) Е. ЖА 
投影 是 环 面 的 拓 扯 有 限时 循环 覆盖 。 正 是 在 此 覆盖 上 法 从 在 通过 
共振 时 成 为 平凡 的 . 

(в, Ю => 1 (окт в, 没有 更 你 阶 的 共 拨 ; 
2"ейо зь Т), 这 时 分 枝 曲 线 是 非 连通 的 , 它 有 4 个 连通 分 支 ,而 每 
个 分 支 都 是 原 环 面 的 一 个 (x/d)- 时 拓扑 履 访 


М. 线性 化 的 发 散 性 


对 某 些 非 共 振 从 ( 即 《4，w) 对 ) 抬 粘 结 化 为 标准 形式 的 级 数 
是 发 散 的 ， 
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Е И И ИВЕ А: А 
发 散 性 ， 设 (4, оо) 非 共 振 , 但 很 近 于 共振 . ЗВЕНЕ 
线 的 小 邻 城 中 , 通 有 地 将 有 另 一 条 袜 阿 曲线 存在 , 即 共 体 体现 共振 
的 曲线 ЖЖ (а, в) 充分 接近 于 无 穷 多 个 共振 , 由 在 初始 的 柄 
线 的 任意 小 邻 域 中 都 都 有 无 穷 多 条 曲线 存在 ， 有 具体 体 更 不 同 
的 共振 并 循环 收益 原 曲 线 。 

初始 曲线 的 法 丛 是非 共振 的 . 0 次 非 共 振 法 从 ,在 椭 夯 曲线 的 
任意 有 限 叶 循环 覆盖 上 , 痢 没 有 截 口 .所 以 在 初始 糖 网 曲线 的 法 从 
中 没有 循环 覆盖 原 曲 线 的 碳 圆 阳线。 这 意味 着 曲面 上 的 初始 曲线 
没有 一 个 能 双全 纯 地 映 到 法 从 的 零 次 截 口 的 邻 域 上 、 所 以 ， 若 数 
对 (2, ш) 能 用 共振 对 逼近 得 太 好 。 则 对 通 有 的 粘 合 ， 级 数 总 是 发 
散 的 ,以 上 论述 依据 作者 的 文章 [191. 详 证 可 见 Ю. С, Ильяшенко 
ЖА. С. Партли 的 系列 文章 [11. 

注 解析 流 形 的 紧 复 子 流 形 与 微分 方程 的 极限 环 之 闪 有 闭 相 
ЧЕ: 恰 只 当 单 值 化 算 子 有 固有 值 1 时 ， 场 的 小 形变 。 才 使 极限 
环 消 失 , 曲 面 上 自 交 指标 为 0 的 椤 圆 曲线 , 当 法 从 为 解析 非 平凡 时 
在 曲面 的 小 形变 下 是 不 会 消失 的 。 Ф. А. Богомолов 提出 了 下 面 
的 说 法 : ” 复 注 形 的 紧 复 子 流 形 (车 法 层 的 1 给 上 同调 为 平凡 的 )， 
在 整个 流 形 的 小 形变 下 不 会 消失 (关于 上 同调 的 定义 见 R. О. 
Wells 111). 


537. блл 


ГЕНУЕ" ЕРА КА ОИК Т 
ЛЕТА АЗ С Е, ПО В.Е ЕСТ 
余 维 数 的 赔 化 .研究 这 样 揽 杂 的 奇异 性 从 一 般 观点 看 来 价值 有 限 ， 
因为 复杂 的 赔 化 余 维 数 很 天, 并且 极 少 出 现 。 

然而 上 肠 使 在 现 有 方法 还 不 能 处 理 的 复杂 情况 下 ， 和 任意 奇 异 注 
的 一 般 的 基本 特征 也 是 有 意义 的 。 

特别 地 ,知道 在 高 余 维 数 销 况 下 会 发 生 什么 样 的 病态 ,从 而 至 
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少 不 必 白花 精力 探求 不 存在 的 东亚 ,这 也 是 有 用 的 。 可 以 证 明 , 例 
如 Ляпунов 渐 近 稳定 性 以 及 中 心 点 -焦点 问题 的 代数 判 据 ( 当 特 
征 方程 月 零 根 时 ) ,就 是 这 种 不 存在 的 东西 。 

为 了 理解 需要 讨论 的 基本 问题 是 什么 ， 我 们 从 最 简单 的 可 以 
完全 地 加 以 分 析 的 问题 开始 ， 


А. 实 直线 上 函数 的 奇异 点 


令 + 是 在 x 一 0€R 附近 光滑 的 实 值 函 数 。 若 点 0 不 是 临界 
点 ,函数 在 0 附近 光滑 等 价 于 一 个 线性 函数 (f(x) 一 x 十 c)。 

临界 情况 会 发 生 什 么 事 也 是 清楚 的 ， 若 了 (0) == 0, 则 函数 的 
性 态 由 了 (0) 的 符号 决定 ,等 等 

为 确定 起 见 ， 考 虑 函数 在 0 有 极 小 的 条 件 。 答案 可 以 这 样 给 
出 : 函数 在 0 的 名 阶 节 空 闻 ЈА 可 以 分 为 三 部 分 . 

Ј = пуш; 

I 即 是 保证 有 航 小 的 节 ， 

п 即 基 保证 没有 极 小 的 节 ， 

ш 即 是 不 能 确定 有 无 极 小 的 节 。 

Т, 本 型 的 节 称 为 充分 的 , Ш 型 的 节 称 为 可 疑 的 。 

在 我 们 的 问题 中 ,集合 1, HE, I 有 以 下 两 个 性 质 ， 

1， 学 代数 性 。 БИ, II 中 每 一 个 集 都 是 节 空 间 玉 的 半 代 数 
子 流 形 . 

RN 的 半 代 数 集 是 有 限 个 子 集 的 并 ,而 每 个 子 集 由 有 限 个 多 项 
式 方程 与 不 等 式 定义 。 

落 不 用 不 等 式 就 可 定义 该 党 合 ， 则 我 们 称 它 为 代数 集 。 下面 
的 定理 是 半 代 数 集 的 有 用 的 往 质 (参见 A，Seidenberg [1] 和 Е. 
А. Горив [13)。 

Tarski-Seidenberg 原理 。 ” 半 代 数 集合 在 多 项 直上 映射 下 
的 像 仍 为 半 代 数 集 合 . 

下 面 是 一 个 较 弱 的 (然而 等 价 的 ) 陈 述 : 

ЕТО ОО. 
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РЕЖ ОВЕН НЫЕ ТЕЕ ЯА ВЕСИ 
面 在 一 个 平面 上 的 投影 ). 

2 几乎 有 限 决定 竹 。 当 万 ->co 时 ,可 疑 节 的 集合 ICCA) 的 
живия. 

换言之 ,决定 ЛУКОВ А ИЛД, Вв ат 
以 证 明 ,( 不 论 用 Taytor 级 数 多 少 项 也 不 能 判定 0 是 否 局 部 极 小 
的 ) 函 数 集合 非常 薄 ， 它 在 函数 空间 中 的 余 维 数 为 无 穷 ， 


В. 其 它 例子 


多 元 函数 的 类 似 问 题 就 没有 这 样 简单 的 算法 : НН 
化 , 则 必须 求助 于 高 阶 导 数 ,从 而 遇 到 代数 曲线， 曲面 等 等 的 分 类 
问题 ,然而 既 使 在 种 情况 下 , ”上 函数 的 不 阶 节 空间 的 分 解 天 一 
IUHUII 也 是 半 代 数 的 且 几 乎 有 限 决 定 的 。 想 对 任意 大 的 和 
外 显 式 地 写 出 Taylor 系数 的 方程 和 不 等 式 虽然 是 没有 希望 的 ,这 
些 方程 和 不 等 式 的 存在 则 可 由 Tarski-Seidenberg 定理 得 出 ， 而 
这 个 定理 的 证 明 也 就 包含 了 求 这 些 方程 和 不 等 式 的 算法 (推广 的 
Sturm 理论 )。 

分 类 的 最 初 一 段 可 以 显示 地 算出 ,而 且说 来 也 怪 , 它 与 正 多 面 
体 的 分 类 ， A、 Ра, Е, 等 各 列 的 Coxeter 群 ，Weyl 群 ，Lie В, 
ЕРА К, Лобачевский 平面 的 三 角形 ,聚焦 面 的 奇 点 , 波 前 集 以 
及 振荡 积分 和 稳定 位 相 法 都 有 关系 ( 见 В. И. Арнольд 的 总 结 文 
章 [10] 及 其 中 的 文献 : B. А. Васильев [1]) 

下 一 个 例子 是 光 少 映射 芽 的 拓 提 分 类 问题 。 R. Thom 在 
1964 年 提出 一 个 关于 这 个 情况 的 半 代 数 福 和 几乎 有 限 决 定性 的 
定理 ;证明 是 由 А. Н.Варченко [11 给 出 的 ， 


С. аана 


我 们 回 到 向量 场 奇 点 的 拓扑 分 类 问题 。 初 看 起 来 ， 这 问题 和 
函数 情况 一 祥 简 单 。 非 赔 化 奇 点 可 按 位 于 左 半 平 面 的 圈 有 值 个 数 
分 类 。 对 应 于 左 半 平 面 中 根 的 个 数 ， 可 将 1 阶 节 空 间 分 解 为 有 限 
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多 个 部 分 ,每 部 分 都 是 节 空间 的 半 代 数 集 ， 定义 它 的 多 项 式 不 等 
式 其 至 可 以 明显 写 出 《Routh-Hurwitz 条 件 , 例如 参见 Ф. р. 
Гантмахер [1])。 

可 疑 的 1 阶 节 构 成 了 一 个 余 维 数 1 的 半 代 数 子 流 形 ， 它 们 把 
对 应 于 左 半 军 面 中 固有 值 不 同 数目 的 区 域 分 隔 开 。 我 们 在 前 节 中 
落 虑 了 一 系列 例子 ， 研 究 在 过 湾 到 2 阶 节 时 这 些 赔 化 情况 会 发 生 
的 变化 ,于 是 ,这 也 造成 一 种 印象 , 即 我 们 走 多 远 都 行 ， 只 是 由 了 
计算 的 复杂 和 情况 众多 才 使 得 我 们 不 能 给 出 任意 高 余 维 数 时 的 代 
数 分 类 。 然 而 后 来 发 现 事实 并 非 如 此 { 见 В. И. Арнольд [6])。 

甚至 在 这 样 一 个 简单 问题 ,如 在 特征 方程 有 零 根 时 ,区 分 中 心 
点 与 焦点 , 半 代 数 性 都 已 立 失 (这 是 А. Д. Брюно 与 Ю. С, Иль- 
яшенко 的 工作 , № Ю. С. Ильяшенко [1])。 所 以 不 可 能 有 稳定 
性 与 拓扑 分 类 问题 的 代数 算法 ?。 

然而 ,多少 还 有 希望 存在 非 代 数 算法 , 即 几乎 有 限 决 定性 质 成 
立 : ”不 能 由 Taylor 级 数 的 任意 有 限 部 分 和 决定 其 拓扑 型 (或 稳 
定性 ) 的 芽 的 集合 可 以 具有 无 穷 余 维 数 ， 情 况 是 否 如 此 ,这 个 问题 
有 严重 困难 ; 它 的 提 法 需要 弄 明 确 ， 即 指明 余 维 数 一 词 的 确切 含 
意 ， 阶 节 空 间 的 余 维 数 有 待 决 定 的 集合 不 是 代数 案 ， 而 可 能 产 
生 集 论 的 困难 . В. Thom 猜测 ， 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 见 
Е. Takens [1], 

我 们 还 要 提出 一 个 问题 , 即 对 一 个 (分 量 为 整数 环 上 的 多 项 式 
的 ) 向 量 场 ,恒定 点 稳定 性 的 算法 可 否 判 定 的 问题 ， 


dt 


р. 可疑 集 的 构造 


几乎 有 限 决定 些 问 题 关联 着 《 阶 节 空间 关中 可 疑 节 集合 ( 当 
《 -co 时 ) 的 性 态 问题 ， 对 于 尚 定 的 和 ,我们 研究 可 疑 集合 的 构造 
比较 容易 。 固 定向 量 场 在 0 的 一 个 可 疑 (区 一 1) 95, НЯ 


1) ЖЕ, Л. Хавин в Э. Шиоль 在 有 两 对 共振 3:1 КБР, 
证 明了 稳定 性 问题 。 这 个 情况 相应 于 函数 空间 中 余 维 数 3 的 于 流 形 。 МЛ. 
Хазин, Э. Шноль [1], (215 以 及 П. М. ДЕлисаров (11. 
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有 以 上 给 出 的 (4-1) 阶 节 的 ) 这 个 不 阶 节 空间 J。 为 确定 起 见 、 
ВАН. 这 时 空间 了 可 以 分 成 二 能 有 空 的 ): 
1 (对 不 阶 节 是 稳定 的 )，[ (对 于 不 阶 节 是 不 稳定 的 ) 以 及 其 余 的 
可 疑 节 集合 II (在 括 扑 分 类 问题 中 还 有 更 多 的 部 分 )。 稳 定 狂 判 
气 癌 题 的 一 个 合理 失 法 是 确定 乐 合 1，H 以 及 两 者 间 边 界 的 性 质 . 
例如 ,边界 的 超越 选 淫 示 不 存在 稳定 暨 的 代数 判 握 ， 现 在 提问 :这 
个 边界 的 构造 会 有 多 复杂 ? 例如 , 它 (或 者 区 域 1， 开 的 开 部 分 ) 会 
Холи ве 又 如 : 1, 中 的 点 会 不 会 彼此 交织 如 同 
无 理 数 和 有 理 数 ? 
. ”我们 还 不 知道 这 一 类 的 例子 、 但 是 可 以 设想 它们 会 发 生 在 多 
维 空间 的 充分 大 余 维 数 一 一 这 种 特例 中 。 

相 曲 线 在 В" 的 奇 点 附近 的 性 态 局 部 问题 和 以 下 的 整体 问题 
密切 相关 , 即 在 比 它 小 1 维 的 射影 空间 ЕР": 中 ,由 多 项 式 系统 给 
出 的 微分 方程 问题 ， 在 上 述 关于 代数 不 可 解 性 的 工作 中 ,( 从 射影 
平面 上 多 项 式 系 统 的 系数 空间 中 ) 极 限 环 生成 的 曲面 的 超越 性 质 ， 
导出 了 局 部 问题 中 节 空间 稳定 性 边界 的 超越 性 质 ， 但 是 在 高 维 的 
整体 情况 下 ， 比 极限 环 复杂 得 多 的 现象 也 是 可 能 的 。 例 如 环 面 上 
旋转 数 为 可 通 约 与 不 可 通 约 相交 织 的 方程 组 ， 又 如 函数 空间 中 没 
有 结构 稳定 系统 的 区 域 。 所 有 这 些 现象 在 射影 空间 中 的 多 项 式 系 
绕 中 都 会 发 生 ， 而 每 一 个 这 种 现象 都 使 空间 7 中 稳定 性 区 域 的 边 
界 更 加 复杂 。 
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考试 例题 


在 四 小 时 笔试 中 ,总 共有 15 个 相关 的 问题 。 方 括 弛 中 是 每 题 
分 数 , 均 已 预 完 告诉 学 生 . 
第 一 组 


# = — пх + 55051, (1) 

1 № в=0. 

(1) Ждут я, 2 = 0 ЕЕ 1). 

(2) ”这 个 平衡 位 置 是 否 稳定 [1]? 

(3) ЖЕНЕ += т, 上 一 0 与 时 刻 г = 2а 的 Ja- 
cobi 行列 式 [3].。 

(4) 求 基 有 初始 条 件 + 一 =，# 一 0 的 解 ,对 于 8 在 一 0 
处 的 导数 [51. 

(5) 在 初始 条 件 x 一 0, 2-2 下 , 作 解 及 其 导数 对 上 的 导 
数 。 
Ш. 4-02) 为 沿 着 (5) 的 解 的 线性 化 方程 。 

(7) 方程 (2) 是 否 有 无 界 的 解 [8]? 

(8) 方程 (2) 是 否 有 非 0 的 有 界 解 [8]? 

(9) 求 (2) 的 基本 解 组 的 Wronski 行列 式 ,但 已 知 W(0) 一 
1 55]. 

(10) 显 式 写 册 (2) 并 求解 [10]。 

(11) 求 沿 着 初始 条 件 为 x 一 </2、4 一 0 的 解 的 线性 化 方 
程 单 值 化 算 子 的 固有 值 与 固有 向 量 [16], 

(12) 证 明 方程 (1) 有 光滑 依赖 于 = 并 在 0, г 一 一 处 为 
0 的 2x 周期 解 [6]. 

(13) 求 此 解 当 8 = о 时 对 s 的 导数 [6]。 
Ш. 考虑 方程 + ии, 一 — Зах, 
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(14) 写 四 特征 方程 [21, 


(15) 求 出 最 大 的 * @ н, = 0 的 Cauchy 问题 的 解 可 以 


拓展 到 0, 2) Е [81. 
第 二 组 


1 设 一 个 三 维 向 量 场 以 原点 为 奇 点 ， 而 且 在 此 奇 点 处 有 一 个 


有 值 为 0, 男 两 个 为 纯 虚 . 
(1) 将 此 场 的 分 量 在 0 处 的 Taylor 展开 式 的 一 次 项 化 为 标 


准 形式 [1]。 


(2) 对 2 次 项 也 这 样 做 [3]。 
(3) 对 任意 次 项 这 样 做 [81. 


《4) 沿 着 由 场 的 线性 部 分 给 出 的 快 旋转 把 此 项 平均 化 [12], 
п 假设 存在 依赖 于 一 个 参数 的 ， 并 且 当 此 参数 取 零 时 包 合 1 中 


场 的 一 旋 场 。 


(5) 用 一 个 光滑 依赖 于 此 参数 的 微分 局 是 (参数 在 0 附近 变 
化 ) ,将 此 族 场 在 0 处 的 Taylor 级 数 的 起 始 衣 化 为 尽 可 能 简单 的 


形状 [10]. 


(6) ”将 方程 组 对 初始 场 的 线性 部 分 所 给 出 的 快 旋转 平均 化 


[20], 
Ш. 在 三 维 向 量 


(7) 求 此 流 形 的 
《8) 号 出 已 化 为 
00) 分 析 通 有 的 


场 的 1 阶 节 空 间 中 ,考虑 在 奇 点 具有 一 个 零 


有 值 和 两 个 纯 虚 固有 值 的 节 流 形 。 


余 维 数 [2] . 
(5) 中 形式 的 族 模 截 于 此 流 形 的 条 件 [81。 
《 横 截 于 此 族 的 7) 两 参数 族 的 奇 点 [10] 


(10) 分 析 由 这 些 奇 点 分 枝 出 来 的 环线 [15]。 
(11) 研究 违 结 这 些 奇 点 的 想 曲 线 的 存在 与 光滑 性 [15]. 


ГУ. НЕЕ 


过 原点 的 直线 ， 落 平 面 上 一 个 微分 局 胚 将 


直线 变 为 其 自身 , 则 


称 它 为 特定 的 。 若 一 个 向 量 场 在 各 点 均 切 


于 这 条 特定 曲线 ， 则 它 也 称 为 特定 的 、 设 有 一 个 特定 向 量 声 在 0 


处 有 冀 点 且 有 两 个 0 ИЕ. 


(12) 用 特定 微分 同 胚 将 此 场 在 0 处 的 Taylor 级 数 的 一 段 
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化 为 尽 可 能 简单 的 形状 [12]. 
(13) 设 一 族 特定 向 量 场 是 所 给 场 的 形变 ， 用 形式 光滑 依赖 
于 参数 (在 0 附近 变化 ) 的 形式 特定 微分 同 吓 ， 把 此 族 化 为 形式 标 
准 形式 116]. 
(14) 在 问题 (13) 的 标准 形式 中 略 去 高 阶 项 ,分 析 由 此 所 得 
的 通 有 族 的 青 点 的 分 校 [18]. 
(15) 用 (12) 一 (14) 题 中 的 结果 研究 具有 一 个 0 固有 值 和 
两 个 纯 虚 固 有 值 的 场 的 根 图 的 分 校 [25]. 
附加 题 
(1) Фаза даа, ЕН Кей > 1 时 ,极限 环 
个 数 <. вл. 用 好 除 此 场 并 应 用 公式 
А а ОР 
діүР(2, 5) == 2Re (22). 
(2) Фа=(3+0)/4/ 2 ， 则 对 args 一 5а, ДЕВЫ 
结 点 的 非 奇异 分 离 曲线 光 与 下 一 个 鞍点 - 结 点 的 非 奇异 分 离 曲 线 
на. Вл: 在 鞍点 - 结 点 重合 时 ,方程 可 化 为 
w= ей Виш? — 1) + Ка — и") 1, Am (CR 一 站 ci 
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(3) 将 复 4 平 面 分 为 三 个 区 域 ,使 对 应 于 ( 当 8 ЕН) 
在 环线 上 ,在 环线 内 ,在 环线 外 三 种 情况 .分 析 分 离 这 些 区 域 的 | 
线 。 提示: 当 9 变 化 时 , 场 中 的 向 量 旋 转 , 这些 曲线 的 位 置 近似 
РАЯ: a 一 256), А=а+ і, 

(4) 对 小 的 |Redf 和 1< 14| < с = 4.11, (1) 的 方程 
对 适当 和 的。 有 两 极限 环 , 而 在 内 极限 环 内 有 九 个 奇 点 . 落 ]Im4|> 
<， 只 有 一 个 环 (Нейштадт) 存在 .一 个 或 两 个 极限 环 的 区 域 闻 
边界 就 好 象 长 轴 为 1 < |Im4| < 4.11 和 短 轴 为 2 НИ. 

(5) ”证明 广义 Lorka-Volterra 方程 组 #=х(а+-ах + $9), 
Я — у(8 + сх + dy) 没有 极限 环 ， 提 示 : 在 失 稳 时 ,此 方程 组 有 
一 个 初 积分 一 一 三 个 线 狂 函数 之 积 《Bayraa)。 
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